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1* Sternp Theorie der Kettenbriiche, 



1. 

Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung- 

CVon dem Herrn Dr. Stern, su Göttingen«) 



firstesKapitel. 

^. Atlgemeioe Eigenschaften der Kettenbrüche» 

1. 

Hjin Kette ubruch (continuirlicher, zusammeuhängender^ stetiger Bruch) 
ist eiu Brach 9 dessen Nenner aus zwei Theilen^ die durch -f- oder — 
verbunden sind, besteht^ von welclien i/i^enigstens der eine wieder ein Bruch 
ist« Bezeichnen daher die Buchstaben o^ l, c^ d beliebige Ausdrücke^ so ist 

das allgemeine Schema eines Kettenbruchs. Zuweilen ist der Kettenbruch 
noch mit einem Ausdrucke A durdi + ^^ — verbunden* Jfan nennt 
alsdann audi den Ausdruck 

kl- 
einen *) Kettenbruch. In der Regel ist d wieder m ähnliches Aggregat 
zweier Theile, von welchen wenigstens der «ine ein Bruch ist, der Nenner 
des letztem wieder ein solches u. s. w.^ bis zu einer gewissen Grunze 
oder bis in das unendliche. Im ersten Falle ist der Kettenbruch ein end« 
1 i c h e r, im zweiten ein unendlicher. Kcttenbniche sind keine, ihrer Natm* 
nach abgesonderte Art von Gröfsen; im Gegentheil kann ein Kettenbruch 
jede beilege Art von Griflsen ausdrücken; nur ihre Form ist es, die sie zu 
einem besonderen Gegenstande der Betrachtung macht. Die einzelnen 
Bruchei aus welchen ein Kettenbruch zusammengesetzt ist, wie z. B. in (1.) 

^. neime ich Theilbriiche. ihre Zähler« wie a, Theilzähieri ihre 

o 



^) Fast in allen Schriften ist die Definition der Kettenbriiche unbestimmt gege- 
ben* So K. B« sagt E/telwein ( Grundiehren der höheren Analysis Th. 1. $. 347.): 
eiu Kettenbmoh ist ein solcher^ dessen Zähler aus einer ganzen Zahl, der Nenner 
aber aus einer ganzen Zahl und einem Bruche u. s. w. besteht, während dort z. B. 
Brüche Torkommen^ deren Zahler Wuraelgrofsen sind, 'wie in $.320. Einen älinlichen 
Fehler findet man in Kausler's »j Lehre Ton den Keltenbriiohen.'^ 

Crellc's Journal d. M; Bd. Z. HIL I. 1 



2 i, Stern ^ llieorie der Kcitenbrüche, 

NeoBeTy vfie i^, Th eil nenn er« Ist der Kettenbruch von der Form (2.)^ 
M nenne ich auch ji einen Theilnenner. 

2. 
Man kann freilich bei Betrachtung der Kettenbrüche, diese als 
willkührlich gebildete Ausdriicke annehmen; aber wegen mancher fol- 
genden Betrachtung ist es gut, sich ihre Entstehung auf folgende Weise 
zu denken. Es seien Jl, B, C, Dy E^ «•••, Cy by a% b'y q'\ b'\ .... 
beUebigeAusdrücke, und^saB + ÄC^ B = a'C + b'Dy C=:a''D+b''E 

U« S« W»5 80 ist 

D ~ D ** ^D:E^ 



folglich fi =«+5r^J^^ ^ > 



und man wiirde den Kettenbruch noch wei«» 



ter führen können^ wenn man, auf ähnliche Weise wie im Vorhergehen« 
den^ D aus E und F u. s« w* ableitete« Da nun ay by a\ b\ u. s. w« jede 
Groise bezeichnen können, so darf man jeden Kettenbrucli, als aus einer 
Reihe von Ausdrücken A^ By C lu s. vr.y die auf die bezeichnete Weise 
zusammenhangen^ entstanden^ betrachten. Ks ist daher sehr leicht^ einen 
gewöhnlichen Bruch in einen Kettenbruch zu verwandeln« Ist z.B« der 
Bruch 41 gegeben^ so setze man 45 ss 3.13 + 1 «^^ 13 ss 2.6 -f* 11^ 

45 1 

6c»6«l+0, also Tg« 3-|--x , 1^, oder man hetze 45 = 2.134-1 «19, 

6 

13=1.19—1.6, 19 = 3.6 + 1, 6 = 6.1+0, al80~ = 2+~ 1 . 

Auf ahnliche Weise könnte man noch andere Kettenbrüche erhalten, die 
dem Bruche ff gleich wären. Man sieht hieraus zugleich , dafs mehrere 
Kettenbrnche dem Werthe nach gleich sein können, ohne identisch zu sein.. 

3. 

Es soll nun zuerst die Theorie der endlichen Kettenbruche ab* 

gcbaudelt werden. Ein solcher hat, als abgeschlossener arithmetischer 

Ausdruck, im Allgemeinen, immer einen bestimmt angebbaren Werth, 

wiewohl dieser in einzelnen Fällen imaginair oder unendlich klein werden 
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kann *)• Dieser Werth kann durch ein reciirrirendes Yerfohren auf diq^U 
tem Wege gefunden werden« Es sei der**) Kettenbruch 

, hm, 

«in-i + — 

gegeben 9 und a^ 6,^ a^^ •••• im Allgemeinen unter sich verschiedene 
Gruüsen. Man verwände zuerst den Theil o -{- — in einen gewöhnlichen 
Bruch, und man erhält fl + ~ = ^" ■ — ; ßr a^ substituire man a, -| — i-. 






und man erhHlt o -4 — - , ä, = ^/ ; letzteren Werth verwandle 

"' + .7* n ^^JL 

man in einen gewöhnlichen Bruch und substituire in diesem für a^ den 

Ausdruck ^. + -^1 und verfahre mit dem Resultate wie firSher« Setzt man 

diese Operation fort^ so erhält man zuletzt den Werth des ganzen gege* 
benen Kettenbruchs» Denselben Werth kann man aber auch finden^ wenn 
man den Kettenbruch von unten herauf in einen gewöhnlicheu verwandelt. 

Man hat zuerst o«., + — = 2^=^^^"^^ ; man substituire diesen Werth 
statt ff«^» In dem Bruche fl«^ + f^, und man erhält ö«^+-^=-* , *« tss 

a 4- « '*'"' ; letzteren Ausdruck verwandle man wieder in einen 

Omr^l • öm "T" ^m 
■ ■ ' 

gewöhnlichen Bruch, und substituire den erhaltenen Werth statt a^^^ in 
dem Bruche ö^_3 + -^^^ , und verwandle das Resultat wieder In einen ce- 
wohnlichen Brucfap Fährt man auf diese Weise fort, so miils man, wie 



♦) Wis s. B. in den Briichen ^—^ . h ^^^ -^ , e 



c '^ 



**) Wiewohl früher gesagt \vurde, äats die eittzelnen Tlieilbruche durch -|- oder 
— verbundeii sein XuDoeO| to drückt doch der Kelteobruch (3.) jeden beliebigen Ket- 

tenbruch aus« denn liätle man z. B. a ^ , ^ « so wäre dies =ra4*^— — ■ 

man mufs daher immer nar die Ausdrucke a, 6, u, s. w. mit ihren 2^ichen nehmen. 
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loioht oinTsiisehon \%t^ dbn Worth des ganzen Kctteubruchs erhalten« Den 
Kottonl>riioh (3.) he/eichue ioh durch F{a^ a^)^ und den ihm gleichen 
gewUhnh*oheu Bruoh nenne ich den reduoirten*) Kettenbruch F(ay a^). 
DiMi Zähler dieses letzteren bexeichue ich durch a^ a^. Überhaupt soll auf 
llbnlidie Weise F{ai y a^) einen Kettenbruch bedeuten^ dessen erster TheiU 
nenner =/)o dessen letzter «sOm «t^ und ^^) Ci, a^ ist der Zähler des 
reduoirten Kettenbruchs F(tf|| o^). Der Nenner des reducirten Ketten* 
bruchs F(a^ « J bt aUdann ä «^ , c^,, • Denn es ist F(a, a^) = « +* 177-^—, ; 
nun ist «u Opi der Zähler des redudrten Kcttenbrudis F{a,,a„); nennt 
man daher seinen Nenner p, so ist F{a, aj=:a+ -±i- = fiiiL£jI=dl5iJ?, 

P 

also F(a^ a J cb ^S^tüs. ^ Gau auf diteelbe Weise könnte man xeigeu, dafs 

überhaupt ^(goOg^ *^ ^"* ist| dt h«| wenn man die Kettenbrtiche 

f'i^i ^J> ^X^u ^-«)t '^(^t O u. s. w« in gewohnliche Brache verwandelt^ 
ao wird iu diteeui der Nenner eines in der Rohe vorhergeheiden der 

aSShler dea folgenden sein. Da nun F(a,^ o.) = 12Jl^ ist^ so wird 
F(a, aJ«a + ;^« --^'>';+*-*^-^ und a,a««i.a.,c.+M.,^- 






Bben ao kmm dmui se^;cu| daCi aberhaupt 

Riardurch bl «ine ReeurMeosTonnel nefuuden, cBe der zweüai oben goge- 
Imteu r«kttmreiiden Reduotiominethode eutspncht« Kennt man nemfiah 
den redm^rton Brit^ ^'(«^4 > *«>)« «l^o desaen 2SUiIer ffj^. , «. und Nenner 
•f««> «M» «o kennt nan luglekh den Nenner dea reduckten Bnidia ^d^^tm)» 
wd findet dea ZShfor dureh die Formel (wtf.X 

4. 

& nt ivklitifE, den Wecth dea Kettenbrncha F(c, O »ek m£ ind»- 
pandttttem Wage finde« an kSnaan, d. k. Mnmitleliinr «ua den Ttteaattlem 



•) E» wild ImmM uumt rcwi iug aM t rt. dadb träh»«id uii Mdb d« Riiwiiwi 
liaiM «tw* nSfück» Zamdkf&bmaf d«r BnkW auf kkiavs* B — — w g tbi^mbi 

») Man b«aMtk«i ia^ «bi» ••»•• «M. Hat d« 
\ • «ad ««> w »t a»«»:=s%«s; ««» ^s:«^. 
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und Tlieilheuneni des Kettonbrucbs den Zuliler und Nenner des ihm 
gleichen gewöhulioheu Bruches abzuleiten. Hierzu fuhren folgende B(v 
trachtuugen« Man bilde zuerst die Zahler der Briidie F{a^y a„\ ^(^m-i t^m)} 
diese sind beziiglioh a^ und Om^^^m* ^u setze jedem Gliede des Aus« 
drucks a^t^yor^ den Theilnenner ^m^a» und a^ den Theilzahler b^^ vor, 
und addire die Produote^ so bat man a^^^ a^ (nadi Formel J.). Setzt 
man jedem Gliede ron a^-^t» ^m den Theilnenner a^^^ jedem Gliede von 
Om^tf^m den Theilzahler 6^-« vor^ so erhalt man a^^^ a^, und wenn 
man auf diese Weise fortfuhrt, erhält man den Zahler des Bruches F(a, a^) 
und zugleich den Nenner, da man zugleich den Zühler des Bruches F{a^ , a^) 
bildet. Ist z« B. ZKhlec und Nenner des Kettenbruchs F(a, a«) zu findeui 
so hat man a, a« s; 



a 


«. 


c. 


ö, «4 


a 
a 


Ot 


«. 


^* 


0. l/i 


«3^4 
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«3 «4 





fr. 


b. 


fr. 


»• 


a, «« 


K 


ff, Ä«. 


fr. 


Ä, ff«. 



also F(flr, a^ 



i f 



Man kann den Werth a, a„ auch auf eiue andere M'eise finden« 
Es bt ^M-if ^m^ =^ ^»»^ ^m + ^m* Hiör erhält mau das zweite Glied, indem 
man im ersten für dm^xO^ den Werth b^ substituirt und dieses Resultat 
sum ersten Gliede addirt. Eben so ist 



^ni-tj flfi 



^m^l ««+ Äm-i «m + *m «m-f 

Man denke sich nun das Product ^i^t*Oi^....a^^ setze in demselben 
aM»iffm = ^m. und addire das entstehende Product zu dem vorigen, man 
substitttire Am^i statt a^^o,,,^ und addire das entstehende Product zu den 



vorigen. Auf dieselbe Webe fahre man fort, indem man überhaupt, wo es 
angebt, in den schon vorhandenen Gliedern bm^rs^t statt a^^rOm--r+i setzt, 
und die erhaltenen Produote zu den früheren addirt, fiir r altmuhlig alle 
Werthe von 1 bis /n setzend» Die Summe der enstehenden Producte, 

das erste O/^iftttffm mitgerechnet ^ sei a/^i« •••&«• Dieselben Substitutio* 
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neu mache man in dem Produote oi^.^^a^^ mit dem Unteradiiede^ dabman 
noch in allen^ auf diese Weise erhaltenen Produoten^ wo es angeht» den 
Werth £(4.4 statt ^7 1^741 setzt» und die so entstehenden Producte zu den 
schon vorhandenen addirt« Die Summe aller dieser Producte bezeichne man 

dnrch oi.«»»^»» es ist also Oi ^m^^ ^l^^l^l^•••^m'\'^^^l•^1^^•^•^m• 

Nun ist aber auch flr„ a^ = a/,a/^,, «,» + Ai+i * 0^2+t i «m > wn^ da a„^.a^ 

«fl^m^O^mf «^«•^••..^m=Öm^|ör^> SO TOufs Überhaupt 0^ ^ ••• flT^ S= AT,, ff^ 

sein. Um also z. B» den Werth von a, a^ zu finden» schreibe man zuerst das 
Product • o^Qji^ n^ > man setze 64 statt er, a« , 90 hat man o a« a« O3 a« -f* a n^ o^ 64 » 
dann setze man ä^ statt Usa,» und man hat üay^a^a^a^^ aQ^a^b^-^^aa^byü^^ 
dann b^ statt ^x^^ai dies giebt aa^a^a^a^^aa^a^b^J^^au^b^Q^'^-ab^tt^Q^^ 
nb^b^p endlich b^ statt aa^y und man erhält a a^a^a^a^-^ a a^a^b^"\' a a^b^a^ 

+ ^*a^3^4 + ^*t*4 + *»««Ö3Öf4 4-Ä»flfa44ii*3«4 == ^^o^. Dicsc Mcthodo llilst 
noch eine Abkürzung zu. Statt nemlich in den Gliedern» welche z« B« aus 
d« Substitution b^ ss «,^. a^ entstehen» für a„_3 öt^^, den Werth b^^ zu 
setzen» kann man unmittelbar in dem ersten Gliode aa^.... a^^ statt 
a«^ö»-i«m->«iit den Werth b^^^l^ subslituiren» und so in allen ähnlichen 
Fällen^ Man kann also diese I^fethode auf folgende Weise bezeichnen« 
Will man den Werth von a^a^ finden» so wird sein erstes Ghed aM^....a^ 
sein; man setze ua^^s=,b^^ ^»^a =^ ^fy^m-i^m ^^^m und substituire diese 
Werthe allmtililig in aa^....a^. Dadui^ch erhilt man einen Tlieil des Ro- 
suItatSf Man mache aus den Elementen 6, , b^..^%b^ alle Combinationea 
der zwdtep Classe ohne Wiederholung mit Wi'glassung alter Glieder» \a 
wddien zwei auf einander folgende Elemente vorkommen» und unter 
derselben Einschränkung alle Combinatiouen ohne Miederholung zur drit« 
ten» gierten u» s» w^ Glasse» und substituire die erhaltenen Formen statt 
der gleichgeltenden Producte in aa^.f..a„, Ist m eine ungrade Zahl» so 

muls man alle Combinationsclassen bis zur J^ » wenn m eine gerade 
Zahl ist» bis zur -j bilden; im ersten Falle hat die letzte Classe nur 

em Glied b^b^..n.b„y im zweiten zwei» b,b^....b„_^ und b^.b^....b^. 
Sucht man z.B. den Werth von a^a^y ^o ist das erste Glied oo^a^ayO^, 
\mä man erhält daraus die übrigen, indem man setzt» aa^^sb^; ^1 ^a :s 6, • 
«303 = 43» C3Ä4ÄÄ4> aa,a^a^z=zb,b^i gOiO^('*=s b^b4i ^1^9^^^^^=^ b^b^^ 
und diese Werthe allmühlig in 00^0,0304 substhuirt« 
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%VolUc man den ^Verth des Bruches F{a^ya)y J« h. des Braches 

aiH.H — ^ I ßadea^ so crgiebt steh aus dem Obigen^ dafSs» man deo 

Zahler Om» ^ finden wird^ indem man als erstes Glied a^....a setzt, dann 
fiTm^m-i =^ *m > ör„,_j a„,^ 5= i^_j u, s« Wt setzt, und mit den Elementen 4^ • • • 
#•• &i» wie oben angegeben wurde, verfahrt« Hieraus siebt man, dab die so 
entstehenden Glieder völlig denen des Werthes a^ a^ gleich sind, und nur 
m anderer Ordnung ersdieinen j noian hat daher *) (JB.) a^a^^s^a^fü^^... 

5. 
Die Formel j4. zeigt, dafs die Anzahl der Glieder, die den ZShter 
a, a^ ausmachen, so grofs sein mufs, als die Anzahl der Glieder,^ die o^ , a^ 
ausmachen, und der, die o,, a^ ausmachen, zusammengenommen* Denkt 
man ridi die Zahlen, welche die Anzahl der in a^^ Om^^j a^; a,,^, a^s 
. • • • IT, Opi enthaltenen Glieder angeben , in einer Beihe verbunden , so ist 
diese eine reairrirende, in der jedes Glied die Summe der zwei vorherge« 
benden ist ; die Zftbl der in a^ , a,^, , a^ enthaltenen Glieder ist bezuglich 
1 und 2, also die Reihe 1, 3, l+^f 3 + 2, 5 + 3,... Diese Reihe ist 
ab einzeber Fall in der Reihe ö, bx, (a + Ä)J^^ (a + 2b)x^, (2a+34)jr* 
enthalten, wenn man in letzter assxsl, 6 ss 2 setzt; und letztere ergiebt 
sieh,- wenn alle Glieder mit 4* verbunden mnd, aus dem Quotienten 
a^{b^a)x ^.,j ^^ ^1^ ^.^ Anzahl der in a. a^ enthaltenen Glieder 

finden, so braudit man nur das mte Glied der aus diesem Quotienten ent- 
springenden Rdhe zu suclien, indem man das Anfangsglied o nicht mit- 
zählt, und dann i} = jr=:l, 6 = 2 zu setzen« Dieses Glied ist ss ^ 
a?"*[/i'*C\a-|-/>"*~*r (6 — «)], wenn num unter />*C, /»""""^C alle Combi* 
natfonen aus den Elementen 1, 2 zur Summe m mit vorgesetieter Permu- 
tationszahl versteht, und also die Summe der Glieder von a, o^ss^'^C^* 
p^^'^C. Nun wird 

*) £o tei ein Kettenbnich — ^•— gegeben; mao soll einen aaderea finden, in 

ff I f tfm 

dem die Theilzaliler uod Theilneoner in umgekehrter Ordounf ertcheioea ; der zweite 
Ketleabmchiitslto=-^l2i^-2-==:.2ii!=^ Ist z.B. -i?J^ = 1 + 4.4 a- 

g?. soista,«.s»233, a,«^sB29«d?^«7+A ^ ^ 
«•) Um vergl. Thibaut^ Aiudysis 2te Ausg S. 42. 
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;, C=:l+m->l+ ^,g + J7273 + jtjxI «*«• 

;,"-'C^ 1+ m-2 + 2L=:*|pi + """^'Tla'" — etc. 

Addirt man die onter «inander stehenden Glieder, und bemerkt, dafs 

ifi — nm-^ n-\-i.—m — n-^r | m — ji-4-l....w — rjn^-r i m—n , ^\/ w — w-|-l«. «.w — n-J-rX 
rr2....r+l ■*" 1.2....}- ~~\r+l'^"*A l....^^ / 

_ m'-n-^i....m-n-\-rfl , ^^ g^^^ ^^ ^.^ Summe der GUeder 

^ I -^ f wt — 2»iit— •! I wt— X • ?ii — 3t ifi — 2 * 

Man kann diese Summe auch finden, ohne auf die Theorie der re^- 
ourrirenden Reiben einzugehen^ und jswar unmittelbar aus dem tndependen« 
ten Verfahren^ durch welches früher der Werth von a^ a^ gefunden wurde« 
Den Ausdruck a.a^.... a^ giebt ein Glied der Summe, dann hat man so 
viel Glieder als Theibahler vorhanden sind, hier m Glieder, femer so ?iel 
Glieder als aus m Elementen Combinationen zur zweiten Classe ohne WiCi^' 
derholung gebildet werden können« Ohne Einschränkung wäre deren An« 

zahl ^'f*^ ; da dl>er in den Combinationen, die mit b^ anfangen, nicht 6», 

in denen, die mit b^ anfangen, nicht b^ u. s. w« vorkommen kann, sp wird 
die Zahl der entstehenden Combinationen dieselbe sein , als wenn nur aus 
/7i— -1 Elementen alle Combinationen zur zweiten Classe gebildet wSrden^ 

also T^p — • Auf dieselbe Weise findet man, dafs, unter der erwähn« 

ten Einschriinkung , die Anzahl der Combinationen zur dritten Classe aus 
m Elementen, dieselben ist wie die Summe aller Combinationen zur drit« 
ten Classe aus m — 2 Elementen, da in den Gliedern, die mit b^ anfangen, 
nicht b^ und ^3, b^ und £4 etc«, in denen, die mit b^ anfangen, nicht by und 

A4, ^4 und Ä5 etc. zusammen vorkommen dürfen, also ss "' 123 — ^* 
Fahrt man auf diese Weise fort, so sieht man, dafs mit der erwähnten 
Einschränkung so viel Glieder in der rteo Combioationsclassc aus m Ele« 
menten enthalten sind, als ohne dieselben in derselben Classe aus m — r-f-1 
Elementen, und man findet dann die entstehende Summe mit der oben 
gegebenen übereinstinmiend, siebt aber zugleich, wie die einzelnen Glieder 
derselben entstehen« Hieraus ergiebt sich zugleich ein Mittel, eine andere 
Aui^abe mit Leichtigkeit zu lösen, uHmlich wenn der Kettenbruch F{a^ a^) 
gegeben ist^ und alle Theilnenuer identiscb| also ssa sind, eben so alle 
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Theilzähler =£,9 den Werth des Bruches aus den drei Gröisen a^ h^^ m 
zu finden. Hier ist o « ... • «^ = 0"'+*, . öTj . . . . n^..^ ^=ia.a, ..^. ö^_3^ a,„ etc. 
=:a'"~* etc. Man kann also alle Glieder, in welchen die Theilzähler zu 
Combinationen derselben Classe gehören, zusammenfassen und erbalt 

ff, a^ = a^-^' + m.b, .a^' + '^'^\^~ ^b\.a^ etc. 
eben so 
a„ a,, = a, a^^, = a- + m- l.&,.a-» + ^"'^^;^- Jz,^a'"-^ etc- 

Da die Ausdrucke a^; «w-u ^m^ •*•• ^> ^m in diesem Falle eine recurri- 
rende Reibe bilden, indem man jedes Glied ai , a^ aus den zwei vorherge- 
henden durch die Formel a^ a^z=:a.ai^^y ^m + ^i'^Ha» ^m findet, so 
konnte mau auch den Werth von a, a^ finden, wenn man das /nte Glied 

nach dem Anfangsgliede der aus dem Quotienten z ', — j enlsprin« 

genden Reihe entwickelte und a: = 1 setzte, was ich jedooli hier nicht wei* 
ter ausfuhren will. Einen anderen Ausdruck für a^ a^ findet man aber 
auf folgende Weise. Man bilde aus den Gliedern 1; a„; o^^^j ^m«*«« 
eine Reihe, deren erste Güecler im vorliegenden Falle 1, o, ff*-{-£ sein 
werden^ und vermöge des Gesetzes wie sich jedes Gbed aus den zwei vor« 
hergehenden bildet ^ werden die Glieder dieser Reihe den successiven 

Gliedern der aus dem^otienten ^_^^_. > entspringenden gleich sein, 

wenn man jps=1 setzte und zwar wird das m-^-iie nach dem Anfangs- 
gliede den Werth von /z, tt^ geben. Nun i^t 

Da nun das mie Glied der aus dem Quotienten yiTr^ ^^^P^^genden 

Reihe AB^x"^ ist* so ist *) das wte Glied der aus ^ ,—r entsprin- 

genden Reihe, wenn man x^=^\ setzt : 

"2Tr(? + 46) ^\ 2 / "•" 2V"(a»+46) ^V 2 / ^ 

oder da a+V(a«-f 4t) ^ » ^ + ^( i ^^ ,|, Z,), 



27^«* + ^) ^ 2r(Ja*+6) 



^) Man vergl. Euler Inirod» in anal, infinit. Cap. 13« 
Crelle's Journal d. M. Bd. X. Hit 4. 
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und das m-^-ite 

und 

^(9f O = 



^ d» h« 

ly SO wird üp a^s 
Summe drückt aber auch die Zahl der in a, a^ enthaltenen Glieder aiis^ 



et, Om 



Qg, am 

Setzt man a = & s 



l + m+2! — -i2 etc» Diese 



folglich ist diese s 



/l,j,>r5 \m-fi /i _'vr5>^m+« 



3-; 



V^d 



«« 



). 



^) Für den Fall, wenn (2 = 1 i8^ bat schon Herr C ] a u s e n die entsprechende 
Formel gegeben, Journ. fSr die reine und angew. Math. Bd. 3. S. 88. und früher Dan« 
Bernau 11 i in den Nov. com. ac. petr. T. 20. in einer Abbnndliuig defracU cont. pag. 10. 

^*) Die Vergleichung der zwei ' gleichen Ausdrücke 

•^ +m.&,.a 2\r(ia»+6) 

führt SU mehreren merkwürdigen, auch sonst bekannten^ und auf andere Weite bewie« 
senen Summationen von Reihen, die aus Binomialcoefficienten beetehen. Man setze 

^^*{ia*^h)zsx, und nenne den rten Binomialcoefficienten der in-|-2ten Totenz, ^Sö, 
so findet man durch die gewohnlichen Regeln des Potenziirens 

= ««(f) +.«(J)ar»4..©(|)x* + .... («). 

Nun ilt «• = ia* + fc, ** = 2*"'"^'2**"'"**^ **^' S"***^^""'* ™" ^*^® Werthe 
statt «% x^ etc. in die Reihe (a), so ist 



^ 



m4-f 

+ 






(t) 



m-ft m-H 

+ *e 

+2^ 



* • (!)""'+ •• *• (**'> '*'"* ^"'^ ~ ^"^* 



Man Cndet leicht bei einiger Aufmerksamkeit, dafs das rte Glied der Reibe (a'), 
= ('•-•»+.*»."+'» -f*«."+»J8 + ....)>«(f).'"^*-''*^*« Das rte OUed der 

Reihe a*"*-* + m . fr . a^-* • . . . ist »^ >iB . a fr'^», hieraus folgt 

m<^ r m-f« r-|-i m+a m-r+t 

Dnrch ähnliche Betrachtungen findet man andere ähnliche Reihen, die ich jedoch an 
dieser Stelle nicht weiter yerfolgen will. 
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6. 
Setet man nach der früher angenommenen Bezeichnung, den Bruch 

j;-^ I s= ^(^/«^ 0)5 den Zähler des redJiicirten Bruches F(a^, «) = 
a«, ß, den Nenner =€7^^, a, und allgemein den Bruch a^-^ — ^ -— 

F(a^j aj^^)y dessen Zähler a,^, aj^^ und Nenner Omy^i^ so ^ndet mau 
(nach Form. ^.)> ö^> « = ^m«Om-ij o + *m«ö»^,a. Nun ist a^^a^s^ayO^} 

Om.|,ö^ = «,Öm-i; flf^-.,« = Ö,ör»^a, foIgllch ff, tf^ == a^ . O, «m^» +*«•©, Ö^.a , 

und auf dieselbe Weise kann man zeigen 5 dab überhaupt 

C. AT;, a^ zsi'a^.aiy a^^» -|- i^ • a^ , ^m^f 
Hierdurch ist eine Reoursionsformel gegeben, die dem ersten in (L) gege- 
benen recnrrirenden Verfahren entspricht. Kennt .man nemlich den re» 
ducirten Bruch F(«/, a,„^) und F(ajy ß^^^^j), also deren Zahler oiyO^^^i 
Ol 9 ^jB-^o so '<^gt die Formel (C), wie man aus diesen den Zähler des Bru- 
ches oiy a^ ableitet» 

7. 

Es ist F(ö, «^^„)x=ö4--^ , folglich (nach Form. C.) 



nun ist F (a^ , ^m-f ») ^=^ ^'^ ' ^'^'^^ > substituirt man diesen Werth, so findet 
man nach gehöriger Reduction: 

und iiberhaupty wenn /<m — 1 ist: 

Diese Formeln zeigen^ wie man den reducirten Kettenbruch F(ay a,„^) 
finden kann, wenn die reducirten Kettenbriiche F(o,„ , a^j^) = Z*^" ^'"'*"'' , 

^(o, «-.) = 7^7=^, i^(o, o«-.) = ^— gogel»en sind. 
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folgt fl, a^.a.j a^, — a^, a^^.a, a^^=z — Ki^ir^m^^f ««-* — ö«> öm««t> «m-O ; 

auf dieselbe Weise findet man 

fiilirt man so fort^ so findet tnao^ dafii überhaupt 

isty wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muls^ je nach- 
dem die Anzahl der Theilzohler ungrade oder gerade is^ weil 

«m-i f «m + *m «^-i- «W = + *iÄ 

ist, dieses aber der letzte in den Klammern enthaltene Ausdruck sein 
wird, da dieser im Allgemeinen der Zubler dos Ausdrucks 

ist, der letzte also a,^-.!»^» — ^m-i^^m ^^^^ wird» 

Auf dieselbe Weise kann man zeigen, dals überhaupt 

Hat man also ^wei Brüche F(ai^ aj), F{aij a^,), und zieht diese von ein- 
ander ab, so ist der Zahler des Resultats dem Produote aller im Bruche 
^(fliy 9 O enthaltenen Theilzähler, ohne Rücksicht auf das Zeichen, gldch. 
Hieraus folgt zugleich, dafs Zahler und Nenner eines redudrten Ketten* 
bruchs keinen gröfseren gemeinschaftlichen Factor haben können, als das 
Product der in dem Bruche enthaltenen Theilzähler, denn hatten z.B* 
a, a^ und a^ , a^ einen solchen , so wiire das erste Glied der Gleichung 
^f ^m*^i9 ^m-^i — ^i > «m • «> ^m-i = *,••••*» durch. dicscu theilbar und das 
zweite nicht, was unmöglich ist *}•. 

9. 
Aus der Formel (D.) folgt auf dieselbe Weise: 

nun ist (nach Form» £.) 
folglich 



♦) Sind die Theilzähler eioei Bniche« alle =±1, «o hat allo Zahler und Nen- 
ner des redudrten Bruches gar keinen gemeinschaftiicben Factor , oder Zähler und 
Nenner sind aladann friinzahleo zu einander. 
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und allgemein^ wenn l<^m — 1 ist, 

Es sei /> •< ^ + ^ und > m, so giebt die Formel (D.) 
verbindet man diese Formel mit der Formel (A)^ so findet man 

oder (nach Form. F.) 

^« = + *m • Ö> «/n-<^ (*m+i • • • • ^^i) *)• 

10. 

Es wurde im Yorbergchenden immer vorausgesetzt ^ dafs wahrend 
und nach der Verwandlung des Kettenbrucbs in einen gewöhnlichen Bruch, 
kein gemeinschaftlicher Factor des Zählers und Nenners der erhalteneu 
Brüche ausgelassen worden sei ($«3.); es fragt sich nun> unter welchen 
Umstanden ein solcher Factor möglich ist. 

Die Formel (^.) giebt: ^^' °" = «/ + 5f±i:i^ÜtlLfü5; haben also Zäh- 

1er und Nenner des reducirten Bruches F{aj^^^a^y und b^^^ und der 
Zahler dieses Bniches keinen gemeinschaftlichen Factor , so haben auch 
Zahler und Neuner des reducirten Bruches ^({r^ ^ a^) keinen solchen. Der 
reducirte Kettenbruch F{(t^ n^) wird also immer auf seine kleinste Benen* 
nung gebracht sein^ wenn alle Theilzähler = ± 1 sind, da Zähler und 
Nenner des Bruches F(a,„^^ja^) y die beziiglich am-i««>« + l und a^ sind, 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben (vergl. §• 8. Anmerk.). Haben 
Zähler und Nenner des Bruches F(ai^a,^ d.h. «j . «r+i > «m + */+x •'«/-h > <^m 
und a/^x 9 ^m keinen gemeinschaftKchen Factor, so haben auch aj^ a^ und 
^1^9 ^m d.h. Zähler und Nenner des Ketteubriichs F(^ai^y a^) keinen 
solchen , also überhaupt aucli nicht Zähler und Nenner des Bruches 
F{ai^r } ^m)» Ist dagegen der reducirte Kettenbruch F(jiij^^ , a^) nicht auf 
seine kleinste Benennung gebracht, so wird dies auch bei dem Ketten« 
bruche F(ai,a^) der Fall sein, und überhaupt werden alsdann Zähler und 
Nenner des Kettenbruohs F(a, a^) denselben gemeinschaftlichen Factor 



*) Die Fortiielo (F.) und (C) entfaalteu als eiozelne F«ärie alle Formeln, die 
Ealer {Nov* comm. petr. 2\ IX, pag. ö3. seq^) und Kramp {Eiern. dPAritkm. univ. 
L 8.) gegeben haben. Aus (ß.) und (£.) folgen auch die Eontieln, die Gaufs {Disq, 
ariihm. pag, 17. not.) gegeben hat. 
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enthalten, wie F(aija^). Haben die GrSüien b^j^^^ am^i^b„,^^ einen ge- 
meinschaftlichen Factor^ so werden auch Zähler und Nenner des Bruches 
FiOf ^m-i-n) einen solchen und zwar denselben haben, denn es sei b^^j^^ a= Ap^ 
a^^^^^Aqy b„^^:s=:Ar^ a«^,, «,„4^ = ^, a^^^j , n,„^^=s/, so ist 

rrn /i ^ — fl t ^P _ am^A(qS' ^r t)'\'Aps 

da «ilso ZKfaler und Nenner des Bruches F(a„f cim^n) den geuieinschafilicheu 
Factor A haben, so müssen auch, wie eben gezeigt wurde, Zähler und Nen«- 
ner des reducirten Kettenbruches F(a, a„^^) denselben gemeinschaftlichen 
Factor haben. Hieraus folgt, dafs man iu jedem Kettenbruche, seines Weri* 
thes unbeschadet, die drei auf einander folgenden Gröfaeu £7, ^ly^i^-i mit 
einer beliebigen Grölse multipliciren oder dividiren kann. 

Sind a^+i, b^^ a^ ungrade Zahlen, b^^^^ eine gerade ZahK so hat 
der reduoirte Bruch (a, a„«) in ZShIer und Nenner den Factor 2« Denn 
es ist o,^,, «m=*^m-f(«ii»-fCtm + *m) + «/f.«*m-i; ^^-^ , a^ = a;„.j . a^+4^ , 
also haben Zäliler und Nenner des Brudies F{a^^^ a^,), folglich auch die 
fies Bruches n. a^ den gemeinschaftlichen Factor 2. 

Ist 6^ s= r . a,„_, , a^ = b^^^ — r , so haben ZShler und Nenner des 
reducirten Bruches F(a^^, ,a„) und daher auch Zfihler und Nenner des 
reducirten Bruches iP(a, a^) den gemeinschaftlichen Factor b^^^ . Denn es ist 

JP(fl,.,-^i a^) 5= a^^^ -J — = r '-. 

^"»-i-tT — 1 



Vbp deo Kettenbriicheo , deren TbeilzÜhler und Theibtenner alle ganse positiT« 

Zahlen sind. 

11. 

Unter den besonderen Fallen, welche die oben gegebene Theorie 
umfabt, ist besonders der wichtig, wenn alle Theilzähler und Theilnenner 
ganze positive Zahlen, und di^ einzelnen Theilbräche mit dem + Zei« 
chen rerbunden sind, da später gezeigt werden soll, dafs sich auf solche 
Brache alle andern zuriiokführen lassen» deren Theilzähler oder Theilnen* 
ner alle oder theil weise gebrochene rationale Zahlen, und deren Theilbräche 
alle oder theil weise mit dem — Zeichen verbunden sind. Die Formel {A.) 
zeigt, dals bei solchen Brüchen, Zähler und Nenner eines jedes folgenden 
reducirten Bruches in der Reihe F{a^a^^ F{a^^a^j ^(^t> O • • • • *^^«* 
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ner werden , ab die der vorhergehenden^ dals überhaupt a/^^, f^m'^^u ^m 
ist; eben so folgt aus Formel (B.)^ dals a, a^^a, a^^^ ist« Hiemaofa fin- 
det man durch Formel {F.)y dab die Brüche 

F(a, a)=-y, F{a, a,), F(a, a^).... , 

sich dem Werthe des Bruches F(a, a„^ immer mehr nShem^ und ab« 
wechselnd kleiner oder grölser als derselbe werden. Denn nimmt man 
zwei in der Reihe auf einander folgende Brüche F{a, ai)^ F{a, a^J^ so 
hat man 

1. !•(«, «^) - F Ca, a,) = ± "^^' °r^^V'"^'^ > 

Da nun ai^^ 0|ikhi<'ö/-h> ^>n+ni ö^, ai<^a^, ai^^ ist, so ist ohne Rucksicht 
auf das Zeichen (2.) <C (1.)^ »'»<> ^(«> ^'i+i) den^ Werthe von F(a, a^^) 
näher als F(a,ai), und da (1.) und (2,) entgegengesetzte Zeichen haben^ 

so ist F(a, ai+i)^^(«»>öm+n)> je nachdem F(a, ai)^F{a^a^^) ist. Man 

nennt deswegen die Brüche F(a^a)^ F(aya^) etc. Naherungsbrüche 
von F (a, a,n^* Nennt man JF(a^ a) =^ a den ersten Naherungsbruch, 
F(a,a^) den zweiten, etc.^ so kann man sagen: alle Naherungsbrüche^ de- 
ren Stelle gerade ist^ sind grö&er| alle^ deren Stelle ungrade ist, kleiner 
als der ganze Kettenbruoh« 

Es ist leicht^ die Grenzen zu bestimmen^ zwischen welchen 

■ f 

oder der Fehler, den man begeht, wenn man F(a, ai) statt F(a, n^«^) 
nimmt, enthalten ist. Aus Formel (D.) folgt; 

da nun ai^, a^+«>a;+,, a„^.„ ist, so ist 



also 






— — — — Oj , o/ 

und -- ^«--^ 



«XI «l-«x^ «/+* 

Eine andere Gränsenbestimmung giebt folgende Betrachtung. Man setze 
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CTH« 



^_a j^,.^....6;^. ^^ also F(a, a„^„)^F(a, ni)^±f, so wird, da 

Ij j Om-^n*aj, ai 



F(a, aj) weniger von F(a, a,^n) verschieden ist als F(ny ai^^\ 

tXuy a^^) — . F(a, ai^,) =+{y + t) 
smn, wo t eine positive Grölse bedeutet^ also 

Gilt das obere Zeichen, so ist daher 

y< o — - oder y<^ 2^ , 

gilt dagegen das untere^ so hat man 27 + ^ = ^(<^^^/-x) — ^(fli^ii oder 
y <; -^1— ^^ — („aeh Formel £.). F^a, a^.,) nähert sich F(a, a^n) 
mehr als /"(rr, a/) und F(a, a^^j), man kann also 

setzen^ wo c? positiv und ^t sein muls, also ist 

also 

2f>±[F(a,«^.)~F(a,«,)] oder ^ > ± ^-^L:ii^i^^ . 

2 925 

Es sei «. B. der Kettenbruch l+yi^ a ^=^5q7 gegeben« Die 

Nüherungsbrüche sind y> yi jr^ -gT*- Es ist 

11^ = 1,549413735344, ^ = 1,551724137931, 

also der Unterschied dieser beiden Briiche 0,00231040287. Man setze i 
=s9; hier ist a^, ai_^ = 15; a^, «; = 87; a,, a/^.j = 597; ai^jssöj also 

nach der ersten Granzenbestimmung y< ^J^\t; - oder < 0,0023104025876 

(also bis auf die zuletzt entwickelte Stelle dem wahren Werthe gleich), 

120 
y> «7(5974.87) > ^•^' ^0,0002 

Nach der zweiten Granzenbestimmung ist 

9<2:jrh7> ^•^•- <0/1Ü9.... und y>5^^g^, d.h. >0,001. 

12. 



597 
6 



• •• • 



Es kann keinen Bruch — geben, der näher oder eben so nahe zu 
F{a,aJ wäre als irgend ein Näherungsbruch F(«, ai), wenn ^<5~s:J;fc 
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nh Ist F{a^ ai) grolser oder kleiner wieF(flf, a^), so istF(a, ir^,) kleioer 
öder gröDser^ls derselbe Bruch ^ und ihm zugleich nahef^ — muls also 
entweder zwbchen F(a, ai) und F(^a^ a^.^) fallen^ und^ der Yoraussetzung 

gemafs^ letzterem naher als ersterem sein^ oder — muls kleiner oder gro« 

(ser als F^a^ai^^) «ein, je nachdem F{aya{) groTser oder kleiner als 

^\^f ^i^i) ist* ^^ jedem FaHe wird der Utfterscbied zwischen — und 

F(a, cj^g) weniger betragen müssen^ als der Unterschied zwischen ir(a, oj^^) 
und F(a, ai) (ohne Rücksicht auf das Vorzeichen). Dies ist aber unmög- 
lich* Denn es ist 

n^, 0;^^)-F(a,aO=:^ r-^'^^ = i , 

^x • • • • ifjt^i 
71 ^^ ^^^ 71.«,, «7+1 

Nun ist ^<r^^-^r'^> m^a^y Ou^^ — n.a^ai^^^l (ohne Rücksicht auf das 
Vorzeichen)^ ailso nothwendig 

Hieraus folgt zugleich ^ dals zwischen zwei Näherungsbrüche F{ay ai) und 
FOa, Oj^j) kein Bruch — (allen kann, dessen Nenner <; y^"" - ^* - wäre, 

weil sonst -^-^ ^^^ < — -^ — odep < sein 

müfste, was unmöglich isU '' '^...^z+i 

Es wurde früher gezeigt , dals Oyti^^a,, flr^,_, — a, ^a^.a^ a^^^ = 
+ bl^tA^^^•km ^^* ^^^ ^^^^ ^^^ üiclit Umgekehrt beliaupteii, da&j wenn 

m.a^y flfm-t — 'f^^Oy a^^tvs ±b ••••^,„ ist, auch nothwendig — == — '—^ sei. 
Denn man setze* 

WO r eine beliebige Zahl bedeuten mag; m und n sind also bezüglich 
nicht s=s o> Om und ff^ , a,„ ; aber dennoch ist 

Der Bruch - = (^>^-^)'^^ ^'H-.+^.n.a,i>.^ ^.^^ ^^^^ zwUchen den 

n [am — r; . o, , o«.^ -f- ^m* ^i j «m-t 
Ccdle^t Journal d. M. Bd. X. Hft. 1. 3 
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Briieben F^a, ^m-i)^ ^(^> ^m) eothaltea^ und daher selbst ein Näherung«- 
bruoh seiuy lyenn r eine positive Zahl und <COm i^* £^ sei i^(a» ^m-«) 
grolser, also F(a,a^^^) kleiner aU F(ay ^m), so ist 

Der J2ähler dieses letzten Bruches ist eine negative Grufse^ da l\a^ ^m^Ci 
<F(a, e^^) ist, daher — <;F(ß, a,.^. Ferner ist — — /Ya^o«) = 

(Om — r) [a, Om - k« ''s I ^m — <» i • ^m-r • «» «mj + ^m [<», »w-« • <!« » ^m — • , ''m-« • «'r «ml .^^ 

——i— ——»«—■— III I U I I ~ I I I I 1)1 ■»— ^ ——————— ^^i^—l II I ■ , Mi 

n . a I , am 
n. iij|0/it /t.a2,am 

Der 2iiibler dieses Bruches ist positiv, da F(ö, flf^)>>F(flr, tf,„.,) ist, und 
daher — >F(o, O. Wäre F(«, o,„_0 kleiner, also F(a, fl„,_i), so- würde 



man eben so beweisen, dals — ^F{n^ öm-i) und <ÜF(a, am)i8t. Zwischen 

jede zwei Niiherungsbriiche i'^X^, ö^) und F(flr, a^^^), sind also a — 1 Brüche 
enthalten, die sich gleichfalls dem wahren Bruche nähern, und man er* 

liätt sie, indem in dem oben gegebenen Werthe von — für r allmäUg 

alle Zahlen von 1 bis a^ — 1 suhstituirt werden« Man nennt diese Brüche 
eingeschaltete. 

Zieht man zwei auf einander folgende eingeschaltete Bruche von 
einander ab, z. B. 

{am—r)a^ , am-i.+ ^m.tfi, <hn^% (om— r + ljo,, er,,,-., 4-3^.0, , o,„_a' 

SO ist der Zähler des Unterschieds, vorausgesetzt, dals mau den kleineren 
vom gröfseren abzieht , = b^ («, a^^. ö^., 0^-^— «> o„,^ . ör^, ^m ^O- I»t 
l'(fl^j öm-i:)<C^'(^^«m-a)j so ist dieser Zähler = — b^^.^.b^. Jeder folgende 
eingeschaltete Bruch wird also dann kleiuer als der vorhergehende^ und 
nähert sich daher F(e,a„) mehr; ist dagegen F(a^ a^^^^F(a,a^^y so 
ist der Zähler = &;„•.»»»£,., also jeder folgende eingeschaltete Bruch grS« 
fser als der vorhergehende^ und daher F(a, a^) näher» Hieraus folgt, 
dals zwischen zwei solchen auf einander folgenden eingeschalteten Brücheii 
kein Bruch, dessen Nenner gleich oder kleiner als 

(gm — r 4* ^) g> q»t~i.+ hm . g, Qmy'^ 

ist,, lioj^en kann» Der Beweis ist wie in. 12« 



n 
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Eine andere Art ron eingeschalteten Brachen erbSlt man^ wenn 
man w r= a^.a, a^^^^(b^ — r).o, «r^.,, ns= a^.a,, cp^«»+ (*,«— r)r7,, 0^^, 
setzte vfo r eine positive Zahl <; b,^ bedeutet. Es seietf wieder F(a, a^^^ 
F(a, o^.J, F(a, a„) drei NäherungsbrHche, und F(ay ö„^), F(a, a^) grö- 
ber , F{Q^a,^ kleiner ab der ganze Bruch ^ oder F(9^a^ demselben 
gleich^ so ist 

Nun ist F(a, (im^t)^F(a, a^% also der Züblcr des Bruches negativ^ d« h« 
^<ZF(a, a,J, ferner ist 

Der Zahler dieses Bruches ist positiv, weil F{a, a,^ grolser wie F(a, ff«t) 
ist| daher —'!>F{a,a,^^). Dieser Bruch — nähert sich dem wahren 

Werthe immer mehr, als F(a^a,^^ weil er zwiscben ^"(^/^m-t) **o^ 
F(ß, ö^), (welches letztere dem wahren M'erthe nülier ist wie^X^^ ^f»-*))» 
liegt, kann sich aber demselben bald melir bald weniger wie a, a^ nuhem. 
Ware F(o, a„) kleiner, F(a, o^^) grö&er als der wahre Werth des Bruches, 

so würde aus den eben bewiesenen Formeln folgen^ dab — >>F((T/ff^) 

und <F(a^a„^,) ist. 

14. 

Es seien F(ä, d'Jssu + Ä-i , /a , '^(«»O« «4-r^ i ^ zwei 

Kettenbriiche von der in $. !!• beschriebenen Art, deren Theilzähler alle 
gleich, und deren Theiinenner den darüber stehenden Theilziihlern eiit* 
weder gleich, oder gröfser als dieselben sind, d« h« im Aligemeinen ^/>£/, 
«;>^2i so können diese Brüche nicht gloich sein, wenn nicht as:«^ 

a =sa. und überhaupt «j =s= ä; ist. Denn es sei — , , =: JW, -— , . = JY. 

also AT und N positive Gröfsen, so sind dieBrüclie — itln^ "XTf ^^*^® 

kleiner wie 1 ; sollen also F(a, a^), F(a, a,J gleich eiii^ so mufs auch 

3* 
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azszoL Beb) folglich auch flr^-}*^^^*^'^* IMFun sind' iKf und 77 beide 
kleiner %Tie 1^ also a^ss«^^ Fahrt man auf diese Weise fort, so findet 
man^ dals überhaupt a„^^=sa^ sein muls». Man bemerke, dafs es bei die« 
sem Beweise nicht darauf ankommt , ob die Anzahl der Theilnenner be- 
granzt ist; der Satz gilt also auch für unendliche Kettenbriichc , sofern 
alle Tbeilzähler und Theilnenner positive ganze Zahlen und die TheiU 
bräche mit dem + Zeichen verbundea sind« 



15w 

Besonders wichtig sind die in $• 11» bezeichneten Brüche, wenn 
alle Tbeilzähler =:1 sind. Man nennt sie dann gewirhn liehe oder ge- 
meine Kettenbruche^ Es sollen hier ihre besonderen Eigenschaften, so- 
fern sie aus dem Frühem folgen, zusammengestellt werden. 

ä) Es ist 

flr, a„, ^a.a^y flf,„ -^a^.a^ (nach Formel ^.), 
c, a« == a^ • ö, a^^ + a, c„^ (nach Formel C). 

b) Die Brüche F^a, a}^ F(a^a^ u. s.. w. sind Näherungsbrüohe 
des ganzen Kettenbruchs , und zwar ist ihm jeder in der Reibe folgende 
näher als ein verbergender« Diese Näherungsbrüche sind abwechselnd 
gröfser oder kleiner wie der ganze Bruch. Die Granzen, mnerhalb welcher 
der Unterschied zwischen dem ganzen Bruche F(a, a^) und einem Nahe« 
nmgsbrucbe F^a^ a^ eingeschlossen sind, werden hier 

*< '—, y> — r-^ .' "-rf 

1 1 

J»<ö y f>J> 5 (nach §. 11.). 

e) Jeder Na'henmgsbruch ist dem wahren Werthe naher als jeder 
andere Bruch mit kleinerem Nenner, und zwischen zwei Nahenuigsbrüchen 
kann kein Bruch mit gleichem oder kleinerem Nenner, als der gröfsere 
Nenner der beiden Brüche ist, fallen (nach §. I2«). 

d) Zieht man den ersten von zwei auf einander folgenden Nahe- 
ruttgsbrüehen vom zweiten ab, so ist der ZShlör des Bruches der ihren 
Unterschied angiebt, =±15 wo das obere oder nntere Zeichen gilt, je 
nachdem, die Anzahl der Theilzahler gerade oder ungerade ist. Jeder 
Näherungsbruch, so wie der ganze redueirte Bruch, ist daher auf seine 
kleinste Benennung gebracht . (nach §,. 8»)r 
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e) Zwei gewöhnliche Kettenbruche können nicht gleich sein^ wenn 
Me nicht identisch sind (nach §. 14.). 

/) Wenn a^ >> 1 ist, so lassen sich zwischen F(a, a^^) und F(a, c^), 
noch a„^ — 1' Brüche einschalten^ die dem wahren Werthe nailier als F(c, a^_,) 
und weniger nahe als F(f7, a^) sind. Der Unterschied zweier auf einander 
folgender eingeschalteter Brache hat immer +.1 zum Zahler^ wo das obere 
oder untere Zeichen genommen werden muls^ Je nachdem die beiden 
Mäheningsbrüche, zwischen welchen sie enthalten sind^ beide weniger als 
der walire Werth betragen^ oder nicht, vorausgesetzt, dafs man den klei« 
neren NSheningsbruch vom gröiseren abzieht ^). Zwischen zwei einge- 
geschalteten Brüchen kann kein dritter liegen , dessen Neunetr kleiiier 
wäre als der des grölsten, oder ihm gleich (nach §• 13.)» 

Die zweite Art von eingeschalteten Brüchen füllt hier natürlich weg. 

g) Es seien ^y P-^ r"' drei aufeinander folgende Naherungsbrfiche, 

80 ist ab^r-a^hz=z±\ a^b„ — ö„Ai = + l, also (ö,,,— a)Ä»=s(&^, — Ä)flr., 

oder ^ = "/' "" " , das heifst, wenn man drei auf einander folgende Nahe- 

rungsbrüclie hat, und den Zahler des ersten vom Zähler des dritten, eben 
so cfeu Nenner des ersten vom Nenner des dritten abzieht,- so wird die 
erste Differenz, durch die zweite dividirt^ dem zweiten Nähenmgsbruche 
gleich sein; aber man wird dadurch Dicht immer diesen Brach in der 
kleinsten Benennung erhalten: denn ist a^ der letzte in^ a,^, enthaltene 
Tbeilnenner^. so ist 

alsa 

sind dagegen —^ P-y^ drei auf einander folgende eiogescbattete Brüche^, 
saist o*i — flr, ias+l^ öjA,, — a„6,= +1, also (a + «„) *t ^= (* + */a) ^i > 
oder ?ir^=r^, welches Resultat sidi leicht in Worten ausdrüoken lafct. 
Auch hier erbalt man nicht immer den Bruch in der kleinsten Benenming« - 



*) Die eing)Bschali«teo Bruche sind also iramer auf ihre' kleinste* Benennung 
gebradit 
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16. 

Mehrere der früher ervTähoteu Sätze können unveriuidert aucdi auf 
uoeudliohe Kettenbriiche aiiagedehnt werden. Denkt man sidi nemlich 
einen solchen Kettenbruoh in zwei Tbeile getheilt^ wovon der ente die 
Glieder bis zii eiuem gewissen Theilnenner 0,^^^^ der andere die Glieder 
iron dem folgenden Theilnenner an und weiter enthält^ so kann man den 
zweit€'n Theil als siimmirt betrachten ^ und ch'ese Summe as a^ setzen. 
Man hat alsdann auch in diesem Falle 

Ou ^m = Ol^ Ö^Z-hi # ^m + *;+i " ^1^2 f ^m (§• 3.) , 

und wenn man den siimmirten Theil a„^.^ nennt: 

(Die Fortseteiwg folgt) 
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2. 

Motu» corporum coelestium in medio resistente. 

(Aoct. Dr. Sohncke, Regiom.) 



jrerturbationes elenien forum orbitae corporis coelestis determmare ad dif-^ 
ficillima astronomiae analyticae probleniata adhue pertinet« Omiiia euitn 
liue perfinentia aut par?a excentricltate posila, ita ut ejus pote»tates pri- 
mis majores negligendac siut, aut magna exceutricitate quadraturis mecba« 
oiei.s, quae clicunturt bucusque sunt solutar Specialem quaestionem huius 
generis^ in qua excentricitatis magnitudo fioibus omuino non circumscribi- 
für, quantum fieri potcsti accuratius soivere nobis proposuimus« Hoc est 
problema : 

9, Determinare variationes elementonmi orbitae corporis coelestis in 

^ medio resistente moti/*' 

f. K 
Medium solera circumdaos^ in quo nonnulli Corpora coei'estTa mo-^ 
veri ponunt^ pro iluido est babendum^ cuius densitas in ratioue inTorsa est 

cum quadrato distantiae a sole^ igitur = ~^ si r radium- vectorem signi- 

ficat et m factorem coustantem. Cum revo mediunrv resistens laclioationem^ 
plani orbitae ad fixum qtioddam planum atque anguluni iuter Uneam na* 
dorum et Uneam absidarum oomprehensum mutare non posse* pateat^ Je 
piano tantum loqui iam sufiicit, ita ut tertia b'uea coordihata prorsus omit«* 
latur« Sit igitur &s sive /'(dx^-^dy^) eliementum. viae,. quod a corpore 
in momento dl percurritur^ resistentia, qua directio viae mutatur, ipsi- 

«^ • 1^1 erit aequalis^ dtimmodo^ ut pleruroqiie^ inter resistentiam et qua«- 

dratiim celeritatis corporis moti rationem direotam esse statuamu8# Haea 
resistentia secundum direetiones iinearum coordinatarum rectum angulunt 
formantium x et y decomposita praebet: 

r»r ^ m dx .f)s p ««« ^ C y.ds 

si resistentiam in directione axis x per ^^ et in dircctione axis y per B 
notarous«. 
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Iq seqiieutilnis significabit: 
r: radium vectorem, 
a: semiaxem majorem^ 

e: rationem excentrlcitatis ad seniiaxem majorem^ 
hh=ip: s^miparametruniy 

w: angiiliim inter axem majorem orbitae et axem coordinatarum jt^ 
v: angiilnm ioter axem coordinatarum x et radium vectorem^ ita ut 

(v — iv) veram anomaliam expriniat, 
T: tempus porlhelil« 

Si corpus ooeleste circum solem movetur, nülla nlia vi sollicitatum 
iiisi ßftractiva solis^ aequationes omnibus iiotae exstaiit hae: 

^' dt^ ^r* ^^' ^1*^ r' ^ 
tibi X ^t y ooordinatae sunt^ quariim initium in sole. 
£x bis constat deduci posse sequentes: 



^. 



vt 

^ (ß dy^dx I ^y* 

3, fCOSW; ssz—y^y. ^^^^ ^ar>g^, 






atque si poDitiir; 



5. 



€. 



SP xss rconv; y = rsinv: 
6, f4-T=c*arcicos = 7-?- 7 it — « te/Ct— ^O^rr — ^7 — -\ 
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7* dt ~ v^.wnC«' — «')i 



*• ^ "" TT* 
Si vero alia vis praetor Titn solis oorpus soliicitat, iu utraqtie aequa« 
tione (%.) est termiuus addeudus, qui ab illa seciiudum coordioatas de« 
composila vi pendct, ita ut liabeamus: 

tibi ^ vi B vaiores in (tX.) momoratos habent. 
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Vt hae intcgrentur^ praeclara illa theoria vamtioDls quantitatum eon«- 
•tantium adliibeuda est^ ex qua aeqiiationes integrales ($•) ita differenüari 

debent^ iit constantes ^^ "^ ^' ^ tanquam variabiles existimentur^ x^ y^ 
/ vero tanquam eoustantes^ tum pro ^-7 ^t ^- illi modo termini ex ae« 
quatioiiibus (^•) ponantor, qui a TiribuB perturbaotibus pcndent^ ita ut fiC : 

TF — ^' dt^ ^^ 

quo pacto eruuntur: 

a(l) = 2J.dx + 2B.dy . e (€• 1.), 

ff / ^ (V^p) =y.-^#öf -— jr.^.ö/ •••••••••••• e (S. 2.), 

\d(ecOfiw)z=z[yA — xB]dy^[ydx — xdy]B • . • . e (<5* 3.), 
d(eünw)=:[xB — yA\dx'\'[xdy — yBx]A • • . . e (S* i,), 
hino prodeuut yalores variationum & e et Bw ope formularum : 

Be = co8a/«5(^cosi6>)+ f\nwd{eÄnw\ 

1 1 
€»«; = — coBo;. ö (esin/^/) r sin 2£; d(ecosz^)» 

Porro fit: 

C. c)7-= -. j a-^ a(i) . [arc (cos = \± ^°' 1^' "i ) -~ "7!-'^^ » »»fa-u>) 1 

* \a/ i. \ l-f-^co»(i; — u^y l-f-ecos(v — w) J 

Ut bi valores forxnani ad computandum aptisbiuiam induant et tempus t et 
anomaliam veram {v — iv) anomalia excenfrica u exprimi conrenit^ quod 
ope formuiae: 

tang \{v^w) =z j/(pi^) tang \ u 

fieri potesti unde oriuntur^ 

sin(t^— 2^^ = 1^(1 — ee)' ; cos(i; — w) = ^ : 

t 

dt = c*ri — ^cos«]3w; B rsszae.ünu.duj 9t;= /"(l — ^^.t — ; 

y = ff . [(^ + cos ^/) . sin iv -f y^(l — ee). sin w . cosi^^J^ 
Bx = — «.[/(l — ^^)^co8i/.8in2^;*|-sio//.cosu;J.d2/^ 

By =5 «»[/^(l tf^).C08£/.C0SI£^ — ÜViU.^\XkW\.Bu^ 

Bs = o.v^(l — e tf cos «•)• 9 r/, 

Crdte's Jourftal cL M. Bd. X Hft. 1. 4 



26 2* Sohncke^ motus corportim coelestium in medio resistente. 

^ _ m [y(l — ee)co9u. ünW'-^Blnu.co%w].li'^e€iOSu\ 

— ""i^* [1 — e C05 uY Vii — ee cos m» ^ 

jl ^^^ m {Y^ii — ee)cosu. cosw — sin n . sio m^] • [1 -f- ^<^os w] 

"~ a* * [1 — eco»ii]*V(l — eecosu*) 

Unde aequationes ($.) commutaDtur in has: 

L a(l)= a^.flniil-.f'+i-'^ü!]' „ ^" .„ 

\a/ pp LI — ecosul r (1 — fecosu*)' 

YT^S/r-N 1 — ee ri4-ecoswl 9u 

V^l — #^) l e »- ^ • J, [l--eco«wJ-y (l — eecoSM') 

Tariatiö d^ hib non est nomioata, quia ex aequatione 

p s= ö (1 — ^^) 
statim sequitur: 



''= -fi-<T)-;vT-'^^''^' 



Tertia taotum aequatio integratione algebraica gaudet Posito cnim : 
fiurmula : 

transit in sequeotein:. 

tu = ^'>m ^^~^^^* ; r ^^°g^^^^^^ f^' V' = arc (cos = e)l 

igituF fit:. 



= |m. ^cotaitg.|vJ>' — f/w. ' ^ > 



Z£f; = ^/W 



.i^.{[|/(!^).co,a.*l4-.}. 
re: 

(in-.) » = f»..&=f'.{[,/(tr)^(|±i^)]-_,}. 



2. Sohneke^ motu» eorpwum cotU$ttum in mtdio mittmt», 27 

$. 3. 
Prioria amb&e aeqtiationes I. et II. simfli modo sunt traotandae, 
qua de causa hio non separatitu de iis agamus. Constitnamtis *) : 

uude acoipimus: 

Hl valores in aequationibus prius citaiis (I. et II.) poBiti^ eas com« 
mutant in sequentes: 

Est vero: 

atqiie ** 

Itacjue aequationibue L et IL integratis obtinemus^ 

II». /•^==._:j^^-^^.E((p). 

ü* 4. 

Ex aequafioDibus (9.) in prima sectione aochis iina tantum integrando 
restat et ea quidem^ cuiua integratione variationem temporis periheln adi- 
pisoimur. Illic enim habuimus: 

ex quo sequitur: 

41) Hic et in iis, quae sequonhir, signifiLcandi genere utnr, quod Gl. Lagendre 
et Jacobi in scriplis de funcüooibus, quae dicimlur ellipticae Uanscejidentes^ in usum 
Tocarunt. 

4* 



2B 9i S'^nelti moimi corperum eoeteüium in media resistente. 

ubi valet: 
Pidem ae: / |- ■ +g(l+^>co8K)|?r "^ ^ unA i ir ^t 

4/0 l e I V I /j [1 — ecosM]*y (l— eecosu ) 

O idem sc: / It--^ 1 ^7=77 r • 

^ «/o LI — ecosi/J y (1 — eecosu ) 

Tantum ipsum P quantitaübus fioitis determinari potest* Si eoim 
eadem subBtitutione ac in sectiooe antecedente utimur, obtinemus: 

aire: 

Quod ad alteram partem integralis quaesiti attinet, eadem iotegrandi 
facilitate non fruimur« Frimum iutegratio per partes^ quae dioitur^ iostt* 
taatur^ i][uo &cto eruimus: 

y^«* r i+ecosfi V du 

9 Li — fcoswi V^Cl— eecDSii*; 

per R reddimus« 

Ipsum R jam determmatum est^ cum variattonem semiaxAis majo« 
ris evolvebamus ($• S»), ubi prodiit^ 

Vt J R.du feoiUime obtinearnua^ R in quatuor partes dividere libef^ 
quippe aequatis^ 

TT — r \^'¥se<i0%u^'\.tösu.8w j^ ^^ f du 

^ "^y [1— eecosa^J 2V"(1— cosu»)^ ^ "/ V(l— eecosu*)^ 

*r _ /" ^if: y — /* §Ji 

^^ J [1— e «cos u*l V"(l— e«C9S i»');^ * ~y [l — eeco»tt*V^(l — e^cot i**) 

fit: 

J^R^Bu=uJ^u.au^f^F.Bu^sJ^y^.Bu'\^%f'^y^.^ 

Ad primum terminum determinandum ponamus: 
uiide fluunt: 



2. Sohncke, moius corporum coettstium in medio mUitiür. 29 

qito pacto fitr 

atque : 

$• 5. 

Hucusque omnia aut cpiaBtitatibus ftiitis aut funotionibua elliptids 
primae et secuodae special detenDioari potueninti ad reUqua vero iDtegra*^ 
Ua y^ F^^ V^ definiendai illae praedarae funotionum elliptioarum evolu«- 
tionea^ quas primusr CL Jacobi dedit^ adroeenfiir neaeme est» 

Huoo iu finem ponere conreDit: 

atque 

«^ SS ceaiD' (mod. e), 

ita ut fitt 

y"«^ aur _^ jp 2Ä> 

atque am ideni ao ^ in sectione anteaedienfe» 

i praeterea redditur: 

i/L - « 2Kx\ . 2 Kar . 

J^^l — eemn^am- j per Aam et 

A* am • d jp per Eam —- ^ *), 



obtinemus: 

r 



2Kx 



* r t' n J %' n r er ar' 

Hamm /^ ^^ J^f mumquodque ipso 

d#v 2 Kx ^ cz 



2Jr^ 



*} Vid; Grelle Journal for die rsine uad ciis«w. Iffat&em. Tom. IV piy. 373. 



• « • « 



30 2. Sokttohe^ moffft ecrporum coekstium in mtdio regisiente. 

muhiplicaD^iim et postea iniegraiKluin est, qua occasiooe due int^itiUa 
obviam fiuot, quae separatiin tractentur oportet. Haec sunt: 

— -/ ap.ö.coam— — ; / Eam— — d«eoaiii « 

§. 6. 

In fonnula priori^ mtegratione per parfea adhilHt% eraituF 

2K r^ :, 2Ka: 2Kft 2Kx 2K f 2Kx ^ 

— / d.Goam = #coam / ooam dxm 

In expressione rero pro Amplitudioe mutante *) ; 

2 Km I 2q9in2sf . 2o*sio4x , 2o*siD«ar , 

•»-^^ '+-T+F'+ih+?) + 3(1+77 + 

^ — X loco X ponamus, unde acdpiemus aeqiiatiooem: 

2Ax #r . 2a8io2ar 2q*»iQ*a: 2^'8in6x 

***^~ ^ T-'+-i+,---2(nfv)"-3(i+ö""-''' 

2K 
e qua ipso — .dx multiplicata et postea integrata provenit: 

2K r^ 2Kx^ 
— / coam ox 

2iCrT V ö cos 2a: • o* ro»4x o'cosöx , 1 

^^r 1 ■* 4/lCr^^inx* o*5iD2x j^ f*«o3jr* 1 

- i*— xj + — 1^^-^ - 4(1^:^) + 9(r:p75 J 

/i'o? r -I 4 ÜC — » ( — g)" sm « a?* 

uhi uiimero /z tribuantur valores: 1, 2, 3, • • • • oo^ itaque: 

,, 2K f ^ 2Kx ^^ ro ^ .4K ^{—qy%innx* 

II «S5 ly <»y Uy • • • • 90 

§. 7. 

Secundiim integrale^ qiiod nobis occurrit, est: 

Eam •c^.ooam • 

Cum vero sit: 

2Wa7 2Ä r' .. 2/rnr. 2J^jd 2^' /** . , _2JCx^ 

erit e ootatione CL Jacob i: 



Kx 



♦) Vid. Jacobi Fundamenta novo theor. funcU tfiipt. $.39, Nro. 24. pag. 1Q2. 



2« Sohncke , motus corporum coeUsüum in media reriitente^ 31 

2«^ 2Ka: 2KT2E':» , „f2KxW 

— Eam = — H Z( jK 

ff n ft l fi ' \ff/J^ 

igitur:. 

2K /•*« 2Kx ^ 2iiCa? 

— / Eam .d.coain 

71 %/ 71 7t 

71 7t J 7t * 79r J o \ 7t / « 

Prierem partem hujiiA integralis in sectione sexta illiistravimiiSy qua re 
taiitum altera pars restat eiuicleando. Huno iu finem seriem pro eoain« 
plitiKliiie aiitea datam ratione x difFerentietnus ^ deinde in seriem pro 

— zf -) *) ducamiis, deniqiie integremus. 

Pornnila vero pro coamplitudine : 

2 Aar Ä , 2g8in2j? 2g*Sin4x , 2q^%w6x 



coam-^^_ -^—x+ ^^^, -T(i + g*) + 3(1 + »«) 



» » • 



sooundum ar difFereotiate praebct: 

^ 2Kx r^ 4aco8 2Vr , 4o*co8 4x 4a' co*6.r , T 0, 



7' 
ft =7 1. 2f 3> • • • • OO- 

haec est ducenda in: 

9 



y<z(H£) = ,..[i^+t^p+i^p +,...] 



= 4,si 






><•= L % 3", • . • • oc 

qua si mukiplicatioue revera utimur^ acci4a formula trigonometrica : 

2 sin « cos ß = sin (a + ß) -f- sin («t— ß), 
factorem ipsius ( — 48in4/iar) adiptsoimtir =3 

9** 2q^ ' j 2j^ ^tf" 

, 2g«"^-» 2 g«H^ j 2 g*^ , . ^ 

•*"(l-5^)(l+g*-N) (1 ^ 4-^; (l - 9*-+*} -T (1 - gcrj ^1 + ^4„+6) ... adinfin.usquc 



♦) U c. J. 47. pag. 133. 



32 2. Sohncke^ motus cörporum cotltstium in medio rtsistenU. 



Qiiia tameii omnes fractiones hio obriae in fractiones pardales dmeerpi 
possiint per formulas: 






(1— ^^--HP^Cl + gV) ~ l+5f*» •Li— 5*'«+«P + l+g«pj> 
(l — g*P) (l + g*-+»P) "^ l + g*"'ll — i/^P "*" J + j4H.2pJ 

obtioemus coefficientem termini, qui ( — 4 sin 4/2 0?) contioet; 

- j^-p(-ir+2{-ir.ri^5;:s:-2(-ir.j^] 

siquidem in smnniis brevitatis causa signo 2 praefisco notatis^ b'terae m 
oninea yalores 0, 1, 'i, 3, .* .•(2/i — 1), literae /» rero omnes vaiores ab 
unitate ad mfinitum uscpie tribuuDtur« 

Cum vero üt: 

2(— ir = 

m =: 0, 1 /i, . . • . O«— 1) r = 1 • 2, 3, . . . . flc 

r.»m /»♦"•HP ««P Ä#» 



• • 



nanciscimur: 

unde (ermious quaesHus fit: 

Eodem modo subsequens terminus eruitur: 

4,tM-.(l— g4n+«) 

quare totum productum aequale fit: 

n s ly 3« 3* . . • • oo 

Hoo per djp multiplioatum atque deinde inter b*mites et x iotegratum 
abit in: 



3* SohncJce, motus eorporum coelestium in nudio resisitniet 33 



_22(-^>"^*- 



> (-g)"(l-7") . , 

18 collectis babebimus: 



")» cos -£ « * -r * *- „ / 1 ^ j.,). 



iil)i pro /2 omnes deinceps numeri integri ab unitate ad infinituin usque po« 

nendi sunt. 

§. 8. 
Idem integrale: 

f^^ 2Kx :, 2Kx 

I Eam «dcoam • 

elegautlori methodo assequi possumus« Est enim in %. 5« positum : 

e quibus ratione ^ differentiatüi (ubi o: tanquam constanSy e^ K et w vero 
tanquam variabiles considerari debent) profluunt: 

a e— f" _ji2L^fodw__ . dw 1 __ r 2a?] dK 

a?y» [l_eesin'wp^*^(*— "»"»''*') «■ «J*fl»7* 

cg LI— ee Je dq 

Ut valorem ipsios ^ obtineamus^ advooemus formulam*); 



Ä» ln.de 



d^ 



K '-' eii — ee)KK* 

Est rero **) : 7 = ^ ^^ quod differenttatum exhibet 
His comparatifl impetramus: 



dq 



«) U c. §• 32. pag 74. posito a = fr' = 1 , a' = fr = in formuU : 

»•) 1. c. pag. 85. 
Crdle't Journal d. M. Bd^X. Hft.1. S 



34 *2* Sohnckg^ motuM eorporum eoeUstium in med» rrshiemU. 

quo valorA in forrncila (6.) posito Danctfcimur : 

uiide dciiKjiin anqioitio (a.) traosit in uequentem: 

C . - . ...... . ^^ ^. j j .__. ^ _g_ 



A' coam ' A co«in .da 



= A(^)'iE'-(i-«)^j.[i-2fi, 

^ ff A* coHia r 

— — - « K «m A ooam 

7» ff A 

- — •Jp A coain V« 3 > 

f|uao i|»»(> ().r mtiltiplicatn» deindo inter limites et ^ intcgrata, liaucfor- 

inam imliiit : 

2Kx ^ 2Kx 



in huni'.: 



^ / Eam »d.coam 



^ d • coam 



quoriiii) iilteruni terniiuum in §. 6. computatione conseouti sumus: 
iltonini \t^ro iu^Tniomits, ai expres^tonem pro coamplitudine propositam 

\?K> fi ^ j 2yMn 2x 2y»sb4jf , 2y«Mn6g 

ratioue f ^litTwentiaverimus^ quo (meto fit; 

2A'x 



B . ctvitn 



2. Schnake, motus eorponsm coeU$tuan in medio rt$iittnte^ 35 



quod ipso ^•^^ tntilfi[]llicattiin et inter limiies et x mtegratum, praebet: 

/• X7. 5i ^^^--K^-^lTiüpr? • 

Hino illa aequatio (e.) sie enucleata apparebit : 

Eam . ö. coam — 

^ m 



\ 



~*ir«-^"""^J + "ST ^ VnTi+T;^ + IT ^ ^ n(i+V)' » 

quae eadem est atqne aequatio (3)?.) in §. 7. 

^ 9. 
la sectione quarta fuit: 

Si Talores pro Uy V^ V^y V^^ ibidem et in seotionibus sequentibus accu« 
ratius constitutos hie substituimus , faciUima reductione adhibita 8equitur: 

r^üM ^ 3l.[l+2.sin^U-Aa+liy^Uc.[ta„g = ll^M^^ 

3e'*.« .j^^».» »* *Ä n«.(l+^«») J 

16(1+^0 « ^(— y)''(t-<y«")tin»«a? 

Hlno cum etMiX.1 
3^=7'^)-tP~3« , . . . ,. . . . (®.) 

+ 2.arc[eaog=r(^fS^] ..... (4) 

0=: u,R^f^RBu (3.) 

Ä =i±i;.[ÄA8in(p.co8<p.A<p + 2(l+^'X9E(<p)— X'VF((p)] . (Jt.) 
eyadit : 

5» 



36 3. Sohncke, motus corporum coelesiium in medio resUtente* 

~ "' ?^ r"^'^ — a?x -^ -j^ *{i+q^T ■+" "9(1+,*) ~ ••••J 

$« 10. 
Hie Talor ipsius T calciilando minus aphis est^ quoties excontri-* 

citas e unitati proxime acoedit, pro valore enim ^ = 1 fit 7^= -g-; verum* 

tarnen buic casui transformatio serieram faret. 

Ponatur enim in formula nona U c. §• 39t pag« 99» 



log 



/('l + sinam— — '^ 
/ ^ I I i//^"f'**n*\ I- 4gsinjg 4q^Bin3x •^ 4q' nin5x 



I '^ ^r^j ^^^ I |// t-f'8injc \ I 4gsinjg 4g^ sin Sjp > 4y' linSap 



• •• • 



ix loco OT) quo faoto^ adhibita aequatione nota: 

wkvmiu =s /taDgam(ii, AOf 
expressio: 

1 -{- sin am 




log ' ■ 



. . 2ÄX 
1 — sin am 



convertitur in: 

Praeterea si facimus: sinixs/tangy, quod idem valet ae 
ubi e basia logptrithmonim naturalium significat^ prodit: 

unde formula citata transformatur in: 

Si vero /r pro k^ scribimus. quo 

K in K', 

K' in Jr, 

— TT • i *~ 1^ 

g zsz e ^ m ^' = e * 
abeunt^ eruimus: 

ain(-^,Är) = 2arc(tang = 0-l7r 3^^^^^ V^^^^^^ ^I^.... 



am 



2« Sohncke^ moiui corponun codesiium in media resistente. 37 

Posito etiam *j^ pro x^ fit terminus generalis: 

nJf 

»Ire pro 9' vaJore efus = e ^' scripto : 

i^lzr^IZJ. 

itaqiie : 

^. am— — - = 2.aro\tang = #*/ — {v ^-jr =* 

r 3g.y 3JDp i 



3. [.*-»] 

qiiam seriem vel maxime eonvergentem esse^ si exGentridtas unitati appro- 
piDC[uat9 neminem iugit. 

Hiijus formulae ope series flhs m expressione ipsius T exstantesi 
quae magna excentrioitate posita non satis convergunt^ calculando aptiores 

facere possumus; 
altera enhn est: 

coam .cXf 

altera vero: 



=/ 



i^0.co«m — 



f[_.5x. 



Si igitur aeqaationem (f.) per d x multipffcanias atque demde inter 
limiteR et X integramus^ posfcpiam -^ — x looo x posHum est^ nancis» 
cimur valorem seriei (£.) %. 6«; atque si eandem aequationem ratione ^ 
differentiamus^ postquam -^ — x loco x positum est^ deinde per ^x mul- 

tiplicamus» denique inter limites et ^ integramus, nanoiscimnr valorem 

seriei (/.) §a8. 

i. 11. 

Ut m uniTersum valorem T magna excentricitate posita in seriem 

secimdum potestates Ipsius (1 — e) evolyamus, expressionem $• 1# $« lY. 



38 2* Sohne le, motus corpontm coekstium, in medio nMisitnU. 

rurstis accipiamus: ibi fuit: 

VXl— «e) l < i V I ^Jll — f.co8M]*V^(l — ««.CO»'«) 

3 m Vp_ f 14'g-co»'<V I« . 5 w 

~"V(l— e*)ll-e.cosKj V(l— «cö»^i• 

Ponamus: 

« = 1— a 

si tangy(v — £&) brevitatis causa signo r redditur. 
His positiü ioTenimus: 

cos« — i+ung'iii ~" 1 — la(l-rr)» 

— ^tang^u _ V(a(2 — ^)).y 
Biutt — i^,3ng.j„ — i_jj(t_,y>i 

|^e.cos«=r 1-W-Tr) ' 

ir(i— e#.co8 ü; j_p__. , 

;i„ — VW2-£)).aT 

€71/ S=S ^ TTT; "f 

li = 2*tangi u [1 — ^taiig* J «/ + 1 fang* J // — ^tang^ j 1/ + ••••! 

= ?^^^^-[i-ifci,).x'+i(,4,)V-ft4,)v+-..I. 

Itaqtie habest 

-^f [« + (rl-j)'H • l' - ä t4,) T- + i CT-'r,)''* — • •]}. 

siTe temunis et qui ^ oxnnino non cöntinent et qui iu [irimam potestatem 
ipsius i ducti sunt, ejectis^ quia sese destruuot, in parenthesi expressio 
re^tat, quae seciinda potestate ipsius S multiplicata est^ unde oritur: 

Ut Laec omiiia secundum potestates ipsius i ordioemus^ advoeato notatio- 
nis more, e quo per P;;, ^/"^ coefBcientem kinomialem evolutjonis m*** po» 
testati» sigoamuSi esse sciinus: 




2« Sohncke^ motus corporum coeleitfum in mtdio rtsisiente. 39 

(leinde terminus generalu seriei in Srr multiplicatae, hio est: 

t*m(_g^m r 1 1 1 

venun ipsius (1 — 'l^" terminus generalis hie: 

nnde tota series fit : 

■= 2PU^.L-;4T + ,-;^.rr](->)-+', 

fiive ipso n pro m ^ i scripto: 

Deni«pie igitur habebimiis : 

^^ (rrTj)-.7nFrl7v^(l + rT) -S-iö-P-^ + sP,. +P_, 

+rr(3+rr)Pl.(^^)"+frr(7+rr)Pir(^Iir + rrPir(^-'-7-' 

~^*(2^-H2^rr)pr}.(-*)"' 

ubi Signum 2 summam omnium terminorum innnit^ qui Omnibus valori« 
bus 0, 1^ 2^ 3 • • « • oc pro n\ et omnibus valoribus 0^ 1^ 2, • « # «./z pro m 
positis parantur. 

Cum vero valoribus ipso 2 majoribus pro n positis e^ipressio multo 
magis contrahi possit^ qiiia tum nulla coefficiens binomiah's eranesdt atque 
omnes ad potestatem — 1 pertinentes = + 1 ^^t ^^ — 1 fiunt| terminos 
non solum a i non dependentes^ sed etiam qui prima et secunda potestate 
ipsius 9 siot muUipIicati^ a ceteris separabimiis^ quo facto impetratur: 

ubi in terminis^ quibus Signum S praefixum est^ ipsi n omnes valores: 
5| 4| 5| • • • • oo^ ipsi m omnes valores: 1,2, 3,... ^n (ribueiiui sunt» 



40 2s Sokncke^ moius eorporum coeltstium in medio risUiente» 

Si illi tautum termlni oonsiderantur et qui a S non pendent et qui 
prima et secunda potestate ipsiua ! sunt miiltiplicait, habemus: 

igitur integratione infer Iimites et r institnta: 

T — », A r<A 2 C7~12Tr— 3r*) , 113;, (U3 — <98rr-i-3r* + 10T« « 
'' ~ ^•"•l**~(l'+Fi)7"^npr7)'*'IÖ5'' i05(l + Tr)ya+rT) " 

"«"SlS* i260(l+TryV(l + rT) 

Regiom. 1. Novbr. 1832. 



3. Clausen, Auflösung dir Aufgabi i. Band 8. He/t 3. 5.320. 41 

3. 

Auflösung der Aufgabe 1. S. 320. im 3"° Hefte des 

8""" Bandes. 

(Von Hrn. Th. Clausen zu München.^ 



I, JlLs seien a, b, Cj d die atifoiiiaiicler folgenden Seiten eines Vierecks^ und 
p^ (/ die Diagonalen« Kann um dieses Viereck ein Kreis beschrieben wer- 
den, wenn die Bedingungsgleichung 

p^ = ac -^ bd 
Statt findet ?'* 

Es sind hier sechs Grüfscn, wovon viere , im Aligemeinen genom« 
inen 9 willkürlich sind; demnach können nur zwei verschiedene Gleichun- 
gen zur Bestimmung der zwei übrigen Grüfsen Statt finden« Nun giebt 
es aber eine Bedingungsgleichung zwischen obigen GGröIsen, die in jedem 
Vierecke Statt finden mufs^ da das Viereck durch die 5 Grolsen völlig 
bestimmt ist. Es braucht also nur bewiesen zu werden, dais die obige Be- 
dingungsgleichung von der eben erwähnten verschieden ist. Zu dem Ende 
nehme ich an, dals das Viereck unendlich wenig von einem Dreiecke 
verschieden, und dafsdie eine Diagonale eine auf die Grundlinie gefällte 
Senkrechte sei; dadurch fallt die andere Diagonale mit den zwei Seiten 
zusammen, und es ist daher 

Es ist aber py^ der doppelte Inhalt des ganzen Dreiecks, 

_ _ P9 ^ P^+P^9 

da nun p^d und ^ a , und das Gleichheitszeichen für beide Grolsen 
nicht zu gleicher Zeit Statt findet, so ist die oben angegebene Gleichung, 
die jedesmal, wenn dem Vierecke ein Kreis umschrieben werden kann. 
Statt findet, von der bei jedem Vierecke Statt findenden Gleichung ver« 
schieden. Die beiden Gleichungen sind also zur Bestimmung der zwei 
nicht gegebenen Gröfsen völlig hinreichend, und es können also keine 
andere, worin diese nicht enthalten waren, Statt finden. 
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42 $^« U* §• ^* ^o. 14« el 15« yS»7N. 122. 4. Cr eile, mimidrt $wr la d/compo$iiion 



4. 

Memoire sur la decomposition des fractions algebriques 

rationnelles. 

(Saite da m&iioiie No. 18. tom. IX. call. 3.) 
('rar Pedileor.) 



$. V. Cinquieme m^ÜHKlc. La ««coiide d 'Haler. 

14. 

Jues seconde^ troisicme et quatrieme m^tbocles de calculer les num^rateurs 

des fractions partielles auxquelles la firaction donnee ^^ peut ötre egalee^ 

exigeot le calcul des racines d^ T^uatiou ''y = 0. Cela ue rend pas seu- 
lement le calcul des num^.rateurs p^oibi«, niais e'est aussi une yeritable 
miperfectioii. Car la possibilite du calcul des numerateurs semble eure 
par \h dSpendante de celle de la r^olution de T^quation y s= 0» C'est 
ce qu'elle n'est pas ; ear^ comme la premiere methode des coefficiens inde« 
termio^ le fait yoir, le calcul des num^rateiirs des fractions partielles peut 
etre toujours effectu^ indi pendamment de la resolutiou des ^quations de 
degr^s sup^rieurs au premier, et la difficult^ du calcul u'augmente pas 
dans lu mime propoHion qiie celle de la r^olution des ^quations# Cela 
indique qu'en appelant au secours la r^lution de requatiou ^ = 0^ od 
fiut quelque chose qui est itranger ä la question« 

n 7 a donc A d^sirer une autre m^tbode plus exp^ditive que la 
premiere^ mais^ comme elle^ independante de la räsolution des equations 
superieures. 

Euler a donn^ le premier une teile methode daus le memoire 
cit^ plus bautf Yoici en quoi eile consiste. 

15. 

!• Suivant le ($. 6.) on peut supposer 

122 = -~-l — 

ou bien aussi^ si Pou veut reunir en un seul terme les ^ premiers termes 
a droite dans (S'S.)^ 
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Multipliant (122. et 123.) par 'yf.'N, elles donnent 

124. '^U SS —'w .*JV + '^'-'Z ,y et 

125. "i/ = '^^^, 'N + -^Z , y% 
et de 1(\ ou tire 

126. ^'lo = — ;2r~ ** 

127. 'e"»^= Jtz—±^Jl^ 

II. Si daQS ces expressions on fait 

128. 'y = et '^y^ = 0, 
elles se r^duisent A 

129. '-'«; =1 ^ et 

130. ^^'fr^~. 

III. Ea donnant a jt les r — 1 valeurs differentes exprim^s par 
la premidre des ^cjuations (128.)^ on tombe daos le caicul des tn^thodes 
pr^^dentes et dans toutes leurs diflicult^. Pour les ^?iter Euler se 
sert des ^cjiiatious (128.)9 neu pour chasser tous les x des quantit^ ü et 
-TV dans (129. et 130.) mais seulement pour en äliminer les puissances 
de X sup4rieures respectivement a la r — l"* et a la r^ — 1*"% 

IV. II fait cela en tirant des equations 

131. y ^ x"" + T^aT^ + T.a?^ . . . . + r^ =0, 
132^ 7^ = a^^ + ^^^* + 1.^^^* • . . . + ij.^ = 0, 
les plus hautes puissances de x. Ces e<(uations donnent 

133. af = — (T,a?^* + T^x^ . . . . + T,) 

134. x^ ^ —(ri.äf^' + 1). ^'•^ . . • . + i|.p, 

et Ton voit ais^ment qa'ä Taide de ces formules^ on peut exprimer toutes 
les puissances de x sup^rieures h la r — 1"** et ala r^ — 1"% par les puis- 
sances infi^rieures de cette quantit^. Par exenple lequätion (133.) donne 

x^^ s= — (T| J?'* + Tjjp"^* . . . . + r^.r), 
ou bien 

135 ^r+i _ j+ r^x"^' + r.r^x^' + r,T,x^' . . . ^ + T,r, 

l—TaX^-^ — TjOr^--^ — TrXy 

et ainsi de suite. 

y. On peut donc r^duire les expressions (129. et 130.) ii d'autres 
de la forme 

6* 
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137. 'e-;^=:'i4, 

qiii ne contiennent plus den piiissances de x supörieures u la r — IT pu 
^ In rq — f^ ni dans le num^rateur ui dans le denoiniaateiir. 

VI. Mais les expressions (136. et 137.) de tu et ^ ^ont fraction- 
naires; eependant elles doivent ctre u^cessairemeut eritieres{\22*et\2iJ). 
Donc il s'agit eocore de les trausformer en d'autres qui^ dans leurs d^no- 
minateursy ne preseutent qiie des qiiantites ind^pendentes de jr. Euler 
doone deux methodes diffi^rentes pour efTecfiier cette transformation. 

Yn. La premiere mithode s'ex^cute A Taide de r^qiiation 

138. ^ = I- =r ^!Pll4-'. 
Cette ^quatioD est identi^ucy car eile donne en multipliant par croix 

139 \^P9 — ßP^ = <^P9 — ^^9^ o« bfen P^ = f'h 
\»rj — ßrs s=z aps — ßrs^ ou hien rf ^ss ps^ 

eonune cela doit etre, 

VIII. Cela pos^, multiplions par ex. dans (136.) '^'U et '^^N par 
^^ ce qui ne changera pas la valeiir de '^^Wy et ^liminons des produits 
A Taide de T^quation (133.) la puissance x''^ nous aurons nne seconde ex« 
pression de "^"^w diflerente de celle (136.) mais semblable ii eile en ce 
que X ne s'^leye pas non plus au dessus de la puissance x'"" ni dans le 
num^rateur ni dans le d^nominateur. 

Traitons la seconde expression de ^^w pr^cis^ment de la meme 
maui^re que la premiere, et nous aureus une troisieme expression sem* 
blable de "^"'iv. 

Continuons de cette maniere en calculant r — 1 diffi^rentes expres« 
aions de ^^^w qui toutes ne contiendront quelque puissance de x sup^ 
rieure a la r— *!'"*' ni dans le numerateur ni dans le d^nominateur. 

IX. Toutes ces formules, exprimaut la meme quautit^ "^^w^ seront 

des fractions de valeur ^gale^ comme Tetaient. ci- dessus Celles ^ et — 

(138.). Donc on pourra y appliquer T^quation (138.). Multiplions dono 
la premiire expression de "^^Wy que nous reprc^senterons par —, en haut 

et en bas par le coe£Gicient ft dont x^^ dans le d^nominateur de la ^r- 
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6onde expi'ession — est affect^^ el reciproquemeiit ta seconde expression 

^ de ^^iv en haut et en bas par le coefficient ß de dcr^'*' dans le d<?/?0-- 

minateur de la premierc expresaroa -^, nous aurona deux expressioiis de 
^^w dans les dcnouiinateurs desqtielles af"^ aura Je meme coefficient* 
Ikbyiteiiaiit les deux expressions ^ ^t 7^ Egales entre elles^ serout aussi 

en vertu de (138*) Egales h ~E:^^ ^^^ '® coefficient de a?'^* dans le 
ddnoroiuateur a? de la fraction — etoit ^gal A oelui de x^^ dans le Ai^ 

noroinateur ß^ de la fraction 4^^ dont la puissanco ai^^ sera ditruiu 
dans l'expression ^^^^^ ot nous aurona transform^ les deux expressions 
J^ et ~ de '^^^/ en une autre ^P^v ^^ ^ ^^^ ^4Uve plus gu^a la puU^ 

q s aj — ps ' ' '^ 

sance x^^^ dans le denominateur. 



X. Combinons de cette maniSre deux A deux toutes les r — 1 dif« 
fwentes expressions de *^^ujt trpuv^es (VIII.), et nous en tireronsr — 2 dif- 
ferentes expressions equiTalentes de ^^w qui toutea ne contiendront dans 
le d^nominateur aucune puissance de oc supirieure ä la r— -2"*. 

XI« Combinons de nouveau deux ä deux ces r — 2 expressions 
et nous trouverons r— ^3 expressions de "^^w dans les d^nominateurs des« 
quelles x ne s'eleve fu'ä la puissance r — 3. 

XD. En continuant ce calcul^ ou il jr a encoro h observer que 
les facteurs oommuns au num^ratenr et au d^nominateur^ quand il s'en 
presaite, ne doivent pas itre supprimesy on voit qu'on finira par arriver 
a une expression de ^^^w qui n'a aucun x dans le d^nominateur, et cette 
expression est celle qu'on a desiree (VI.)* 

XIII. La seconde methode part de la propositloD, que Aü^ IVety 
8ont trois polynomes quelconques de x^ il existe toujours uu polynome M de 

xqüif ^tant pris pour muUiplioateur de U et IV, r4dmt la fraction »^ ^ la forme 

aA C ne contient plus x^ de sorte qu'd Taide du multiplicateur M on 
pourra Iransformer aur le champ les expressions de "^'m et ^^^f^ en 
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r^uisent ü 

141. ^ = :^ = '-'w ou '^'J^, 

expression qui a la forme demandee, puigqu'elle ne coutient plus x dans 
le d^nomiDateur« 

XIT« II s'agit de trouver le multiplicateur M. Pour cela 
Euler doDne la regle suivaDte." Seit AT = C^X + ^oi d^yeloppez 

-^ enfraction continue, en vous arretant aussitdt que se pr^ente un reste 

iuH^pendant de x. Caiculez la valcur en ^ de cette fraction contioue 
apres y aroir supprimo la demiere partie fraotionnaire^ et le numärateur 
de la fraction que tous trouverez aera le multiplicateur cherche.'' 

XV. Ayaut trouvc^ par Tune ou Tautre des deux: m&hodes les 
expressioDS polynomee entieres de "^^w ou ^^^TF (129. et 130.) les ^qua- 
tioQS (124. et 125.) donneront 

142. — 'Z ^ -U-^^u>.'N ^^ 

143. -z = ::£-f^-^^, 

et ajant calcul4 Z suivant ces ^quations^ on peut deooroposer ult^rieure» 
meot les fractions ^ ^ ^^ et -j^ par le mcme proc^d^ qu on a appli- 

qw6 ö ryTw* O" *^*®" ^" P®"t *'f®*^ directement de ^ ^^ le num^ra* 

teur J? de le seconde fraction partielle (122. et 123.) par la meme op^ 
ration qui a donn^ le uumerateur w ou ff^ de la premiere fraction par-» 
tielle. C'est ee que fait Euler. 

16. 

Yoici en quoi consiste la mcthode d'Euler qui^ comme on roit, 
dvite en effet la r^solution de lequation y = et qui pour cela est A<^y^ 
preferahle aux m^thodes decrites ci-dessus. 

Les regles et preoeptes que donne Euler sont parfaitement bons 
et exacts ^ mais il faut avouer que Tillustre auteur a presque entidrement 
supprinie les dimonstraiions de ses regles. 

D'abord on ne roit pas par quel droit on puisse supposer arbitrai« 
rement y=^0^ ^üns donner a tous les x qui entrent en calcul les va-- 
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leurs determinees ^ue fixe le^uation supposee (No. 1 5« III.). G'cst antre 
chose dans les trois m^thodes pr^deutes. II est yrai qu*on y suppose 
^galeinent ysO, mais on donne effectivement ä tous les x les valaurs 
d^termin^es par T^uatioo supposee. Euler se contente de dire (§«7» 
de son memoire) que si Ton CeJt j = 0, les expressions (126. et 127«) se 
r^uisent a celies (129^ et 130.) et qu'il ne reste qu'ä transformer ces ex* 
pressions fractionnaires en formules entiere^. Mais il paroit qiie TexactH 
tude des rdsultats qu'on trouve par cette Elimination non totale mais seu- 
lement partielle^ de Xy a besoin d'etre verifi^« 

En seoond lieu^ pour Caire voir TexisteDce du multiplioateur M 
(§.15. XIII.) propre il^ donner a une fraction -^ la forme ^^ p y Eu- 
ler a recours a la m^thode des coefBciens ind^termin^s. Mais cette m^ 
thode ne parait pas ofFrir de d^monstration rigourense, parcequ'oa n'est 
pas sür que parmi les Equations determinantes il n'y en ait pas d'identiques« 

En troisieme Heu les considerations sur lesquelles Euler fonde sa 
reffle de trouver le multiplicateur M ($.15. XIV.) semblent etre plutdt 
specieuses que propres a servir de fondemens d'une demoiistratiou rigou- 
reuse. Voici comment ii s'exprime sur ce sujet: 

y^§. 16. Postquam perventum fuerit ad aequalitatom -^^ (nous met« 

tons nos signes, mais nous copions les mots d 'Euler) ubi omnes ipsius 
X potestates jam sint minores quam in ipso denominatore y, siugularis se 
mihi obtulit yia, multiplicatorem illum supra memoratum eruendi, qui si 

lltera M designetur, habebimus w &= >t' • Jam quia requiritur ut po- 

sito y=^0 iete denominator evadat quantitas oonstans^ hoc eveniet sta- 
tuendo NM = y Q -f- C. Sic enim ratione habita aequationis y^^O^ iitique 

fiet cu z=z —- ; sicque ista littera per fuuctionem integram ipsius x expri« 

metur^ postquam scilioet ex numeratore UM altiores potestates fuerint 
exdusae«'' 

^^f. 17« Nunc ad istas quantitates M eiQ inveniendas, eridens est, 
M quantitas variabilifi x ut infinita apectetur^ tum fore IVM^szyQ, ideo- 

que Yf^'^^i unde patet^ fraotionem -^ proxime aefualem esse debere 
fractioni •^. Hie igitur in subsidium vocare conveniet eandem opera-' 
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(ioiiami qiian tu numi^rii liintitul solet qiiando fractiono quacnnque proposita 
alitt i|)il proxim^ aegualis quaorilur« Simili onim modo, quantitate y per 
N liiviiiQi roaidiiiim miiiiutur pro divisore, praecedens vero divisor pro di- 
vldoiulo) hooquo modo prooodatur, douoo ad qiiotoa fractos perveoiatur, in 
quoriin) aoHloat donominatore ipsa qiiantita« x inait« Tum enim ai more 
«olito ox qiiotia roportia fraotionca formeutur^ ea quae ultimo qiioto inte- 

l^ro rMpondeti nobia exhibobit ipsam fraotlonem ^^ ex qua deboqwi nu- 

infratoribua et douomiuatoribua aoorsioi aequatis, oumcrator zv facili ne« 
|{4itio mHiitur.'' 

Cerlea on na voit pai par quol droit on puisso supposer x =: oo et 

a|H^ tirer quelquea couchiaiona de TexprcBsion ^ . La quantit^ — est 

«4ro Oll iiiRnie poiir «r c= -x) , eelon qiie le degr^ de x dana N est plus 
Itraiid Oll plus petit que eelui dana j^ et uoe quaiitit^ tero ou infinie ne 
peilt Mre re^ardoe eomme rapptocAee dUine autre* Et meroe ai oele ^tait, 
en ne voit paa» quelle reaaernUauce il / a entre lea quantitea en queation 
et lea frectioiia eu iiombres* H est Trat que^ eu developpant es firactkMi 
ei>ulmiH^ uue (rectk^u en aombres^ la derniere fracttoo conuerfftni^ eat 
m^if^ iiiffitttHtt Ue la firaetioa proposee qii'auciiiie eatre firectioD en oom- 
Urea piu<^ p^ttit^. Mais id il ue a^aj^it pea de le ^raadeur des qiMDtitea. 
Kllee »imt |4utAt inätc^rminetSy et jr peot in4me etre regarde coflame 
riablev U ue aeji^it qini^ de la dependenct ou de tindependance de jr 
eutrea quantit^ 11 par«^ dcoc que b reasemblaiiee du cw Mtael avcc 
wlui dee firactioua cuutiuiiea eu uombrea^ iieet pes teile qu*o« pekae j 
fiMder le n^le ettoetceew Le ce» actuel parail etre im de cenx qoi wm 
aeait |^aa reree duM ba ouTtegee d' Euler, oa ce ^raod homme, an 
de vetlculer et de ikfmoiitrer les rwutt^its^ lea a pour aimi «fire pln*ftt 
^Me IM pf e j je^t h per mie aecfte J uwp ireliea metbematif|ae« 

r^MMT jwtilier et TeriSer feiLvellme MeilMide d'£aler, 3 
A i^mfi^cr^ ri((eureuaettettt sea n^lee» Ceat ce qoi ae pe«* 
ÜMMMit et q^ »H» ferecMw Jb me sm» defu eecm^ antreliw # 
tie de vee deeaowtrelMis dua im mMMire Ihl 4 fMediHBie 
de •eeSttt W <fr4. femer lä^l; km» ie v«a repreodr« ki cette 
eeaafveftt de pedM<Q»Nieer ec Je wn^bcRnr ce quil y a a fiKtew 
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17. 

Nous commepcerons par demoutrer la propositioii (No. 15« XIIL) 
BttWOir qiie, 

81 "^l/f 'N ef 'y aont trois polynomes queloonques de x^ il exbte 
toujours un polynome M de x^ qui &ant pris poiir muldplicateur de 

U et ^; reduit la fraction ^ Ä la forme ^j^ = ij^^ = Q/yX^C ' 

ou (7 De contient point x. 

\. n est clair qu1l ne s'agit que de demoutrer qu'il e3tiste töujoiirs 
Uli multiplicateur M pour un polynome qudconque donnee ^N qui doooe 

144. i»f.'iV= ().'^y + *C^, 

ou ""C ne contient point x. Car en multiphant "^Ü par le mdme poty« 
nome M^ on aura 

OU le degr^ de K est entre et r^ et la fraction -^-^ est identiquement 

u 

^galc ä ia fraction donn^e ^« 

II« Supposons donc Wdivis^ V^^^f ^^ pourra ecrire g^n^ralement 

146. •^«a-v+'^n- 

Si ^ est >>A'y i^ sera entre et r^ et si ^<Cr, ^ sera =#• 

IIL Multiplions ^Zi^ par uno puissance x''^ de ^r propre & iotro« 

duire dans x^'/L^ la puissauces j^ de x« Divisons ensuite le produit ^,^L 

par ^Vt on aura 

147. jt^.'L, = yr^.y + ^.L^. 

Si £>eut-ötre A* rf^tait pas =5r — 1^ mais inferieur ik r — 1 (A, ne peiit 
dtre plus grand que r — l)» il n'j a quVi multiplier (142.) oncore par 

14«. x""' .^L^ = i^.y + "^-'L,^ 

V, etant — + ^— 1 — ^i* 

On peut donc toujours faire ensorte que ^L^ multipli^ par une 

puissaMe eonTeoable jr ' de x ait la forme p^.y + '*'^i » ou L contient 
nicesMirement la puissance jf^""* de ar. 

IV« Cela pos^^ multipUoiis (146.) par x'^j noiui aurons 

149. X' . 'iV SS Q^^ . -y + ^L^x- . 
En y sub^ituant (148.)9 on aura 

150. x' . W =« (Q^/» + yj -y + -»L. 

CreUe's lonrnal a. M. DcL X. HA. 1. ^ 
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et en ^crivant Q^ au lieu de Q^ .x * + 7„ , 

oü la partie '""'^o ^<>Q comprise sous le produit Q^y renfermera neces^ 
sairement la piiissance x^"^ de jp. 

V. Multiplion» de nouveau ^^L^ par x et divisons le produit 
Xb^^^L^ par ''7, nous aurons 

152. x.^'L^ = ^-'r + ^'^t* 
Si ^1 ^toit inferieur a r — 1 (il n'y peut etre superieur) il n'y a qu'a mul- 
tiplier (152.) par x'^^"^» pour avoir 

153. x^'.'-'L^ = ^.•> + '"*J^,, 
ou jt/, = l-|-r— 1 — Xa = r — A4. 

Multiplions maintenant (151.) par L^ on aura uo produit de la forme 

154. x\'N=z ft.ar''*.'y + ^-^Z/,.jr''S 
ou t;^ = 2^, -{- Ati y et en y subsistant (153«) 

154.* x\^N = ((),.ar''' + hy+^'L^^ 

Ecrivant eufin Q^ au lieu de Q^.jr * •{- 7^, on aura 

155. x'^^.'IY = (?,.^r +'^*I/,, 
ou ^^L^ renfermera necessairement la puissance jk^"' de jr« 

VI. Yoila dono deux expressions diffi^rentes (151. et 155.) qui 
toutes les deux ont a gauche *IV pour facteur^ et h droite une parlie affectee 
du facteur y et une autre renfermant nesessairement la puissance af^^ de or« 

YII. En operent de nouveau sur l'expression (155.) pr^is^ment 
de la memo mauiere qu'on la fait sur Texpression (151.) on aura une 
troUieme expression demblable aux deux pr^^dentes, et en r^iterant Top^« 
ration sur celle-ei, une quatri^me etc. 

Ayant repA^ n — 1 foi» Top^ration indiquee on aura r — 1 expres- 
aions diff^^rentes de la forme 

156. x^ '/v = {Q)y + ""XL). 

VII. Soit «, le coeffident de x^'^ dans "^'L^ (151.) et «. celui 
de 3^^^ dans '^""^Z/, (155.). Multiplions (151.) par «» et (155.) par «^ et 
soustrayons les produits^ nous aurons une exprossion de la forme 

157. («. . X- - «, . x^) 'N = ,(?, . >. + -f L, , 
la puissance x""^^ ayant ^te ^liminee de la partie £/. 

IX. Combinant de celte sorte les r — 1 expresi^^ons (156.) deux 
A deux, nous aurons r — 2 exprossions de la forme 
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157. ^ m,.\^ = CO) . y + ^-""(^), 
ou nJ^ est iin polynouicdc x et ou dans la partie L la quantite x ne 
s'^leve qu« la puissaiice jf'"*. 

X. CombiDons de nouvean clenx u denx les /• — 2 expressions (157.) 
eil niiiltipliant la premiere des deiix par le coeflicient de ar'"'^ dans la partio 
jL de la seconde et celie^ci par le coefßcieiit de x"^^ daos la partie L de 
la premiere, nous aurons r — 3 expressioiis de la forme 

157.* r?i,.'N;=.(,Oyy + -\L). 

XI. £u continuant ces combmaisoDS, il est clair qii'on arrivera eofin 
h une expressiou qui^ dans la partie Ly ne coiitient plus x et qui est de 
la forme j^g^ M.'IV = Q.y + •C, 

forme egale ä celle (144.)« 

XII. 11 a donc ^t^ demontr^ qu'il existe toujours un polynome 
M de X qui^ multtpli^ par le polyoome donn^e 'IV ^ produit une qnantit^ 
M.'N de la forme Q.y + ^C. 

Xin. Si doQC OQ multiplie par ce meme polynome M l'autre po- 
lynome donn^ ""Uy^ce qui donnera un produit de la forme 

159. M.^U = P.y + Ä\ 

la fraction proposee -^ sera reduite a la forme 

lö^* ^ = M.W ~ ()/r+'<^" 
ou •C ne contient plus x^. C'est ce qu'il sagissait de verifier 

XIV. On verra plus bas (20. XIIL) qu'une autn? domoustration 
de Texistence du multiplicateur M est contenue dans celle de la regle 
donn^e par Euler pour le calcul du multiplicateur meme. 

18. 

Maintenant nous domootrerons 
qu'on trouve, par ex. dans (122.), la valeur de w en x si, suivant les 
regles d Euler, on ^limine d'abord deZ/etiV, au moyen de T^qua-- 
tion y = 0, les puissances de x superieures a la r — 1'"*' et si ensuite 
on ebasse, par ex. aTaide du proc<5de (§. 15. VII. — XII.), x absolu« 
ment du d^nominateur de la fraction qu'on a d'abord obtenue. 

I. Ayant d^montr<? (§. 17.) qu'il existe toufours un polj-nome M 



qui donne 



lAi i^^"^ ==Py-\-K et 
***** ^ M, 'N == Pr + 'C, 

7* 
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oä ^C ne eontient pas x^ nous pourrons au lieu de lequatiou 

mfT ii—r-iV' r^, 

^aT — • ^[zv^ — * 

ifu'oQ tire de (122.) en multipliant par y^^ ^crire i'expression suivante: 

IL Multipliaat ceHe öfpiatioo par Qj+^C=:JI/.W(161.), on aura 
164. Py + IC^^iü(Qy + 'C)^ZyM, 
et de Itt on tire 

165* (P — '^'iv Q-^Z M) y = ""-'w .^C-^^-'K. 

IVk. Le terme a gauclie de cette oquatiou est divisible par ys 
il laut doDC cjue le terme '^'w.^'C — "^'^X le 8oit egalement. Mais cela est 
impossibie^ A moios que "^^w.^C — ^^Ä ne seit z^ro; car K est tout au 
plus du degr^ r — 1, C est du degr^ et w est du degrä r — 1 tout au 
pluS| comme le fait Toir T^quation (5«) d<5montr^ ci-dessus« Dono le. 
dividende ''^^w.^C^'^^K est tout au plus du degr^ r — 1; le dimeur y 
au contraire est du degr^ r^ et il est impossible qu'un pol> nome en x an 
degr^ r — 1 seit divisible par un autre poljmome du degr^ r. II fiuil 
donc que '^^w.'^C — '^if soit zäro et cela donne 

166. '^'w = ^. 

YoilA la rentable valeur de "^^w. On voit que cette valeur s'exprime 
par les restes de la <livisiou de MU et MN par y seulement, qui sutvant 
les formules (163.) ou (1600 sont K et *Cm Les yuotiena de la division, 
qui sont P ei Qy n'j influent pas* 

IT. Cela pos^9 remarquons que nous somme parvenua de N A Cy+*^ 
=5 MN (160.) en divhant d'abord N paif yi c^la nous a donn^ le reste 
L^ (146.) ensuite nous avons form^ d*autres expressions de la forme 
{Q)y -f- {L)y en multipliant par des puissanoes de jr et en divisant tou|ouni 
par y^ Ces expressions^ en les combinant par la soustraction ou addition^ 
nous ont enfin coiiduit a l'expression MN z=iQy-\- ""C^ et en divisant MU 

Egalement par y, A Texpression finale r/^oQ de ^ • Cest donc ia di^ 
Vision par y des num^Srateurs et denominateurs d'une expression fraction« 
naire identique avec j^ qui nous a foumi Texpression finale« 

y. Mais il est elair que s'il ne s agit que du resie de la divisioQ 
d'un polynome quelconque en x^ T par exemplci par un autre polynome 
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^y de degr^ r, oomme dans nofre cas, on trouvera le meme rasultat si, 
au lieu de divber T par y^ on limine de T^ au moyen do T^cjuatian ^ s= 
supposSe arbiirairement, les puissances de x sup^rieiires d ta r — V^^ Eii 
effet, 81 Poii dcsigoe par p le fuotient äe la diviaion de 7^ par y et par 
R le ireste^ ou peiit exprimer T par 

167. T:==i p.y + ^R. 
Cette expresston se r^duit a jT, ss'^MZ si l'ott ftüt / = 0; donc aussi 7* 
«e reduira k "^R si on le eombine aveo T^quation j^ = en eu ^liininant, 
au mo}ren de eette ^quafioni les putssancea de üp sup^rieures a lä r<~l'''% 
VT« Done vi au lieu des divisioM A fiiire dans les Operations ci« 
dessus, pour trouver Py'\-K 5= Mü et (?y + "^^^^ ^^9 ^t dont le resume 
a 4x6 ^nonc^ (IV.) on se sert autant de fois de rdlimination des puissan« 
ces de jer sup^eures d la r-~l"^ au moyen de l'^quation ^y = 0, en con« 
servaut d'ailleiirs tous les autres oalculs^ on aura enoore les mimes restes 
pour r^iltafs» Ayant donc ohass^ tous les x du d^nominateur de Tex- 

pression identique de -^^ on aura pour r&ultats finals les mSmes restes 

^^K et *C qu'on a trouT^s par les proc^d^ oi-dessus. Et puisque ees 
Testes, conune il a ^t^ demontre plus hauty donnent la T^rifable valeur 

y; de tu (ItiO*)^ ^^ trouvera aussi cette veritable valeur en se servant de 
rSimination partielle de x au lieu de la division^ comme le fait Euler« 
Donc le preo^e d'Eder est jitötifie par lä« 

19. 
On pent encore justifier directenient oe proced^ d* Eni er par Ta 
rfflexion snivante« 

I« L'^uatkm 

"•IT 11— r— 15^ ry «^_ ^ 

168. -j| « -a; + ^^r . (W2.) 

est soppos^ avoir lieu poiur nne Taleur juelconfue de x, et de sorte que 
les coefficiens des diffdrents polynomes U, IV, w, Z, y de x qiii s'y pr^ 
sentent) comme ^tant regard^ independants de x, doivent consenrer les 
minies valeurs pendant que la valeur de x varie« 

n« On peut donc donnw (ii x toute valeur qu'on voudra, sans que 
edles des coejficiens ehangent; et les valeurs des coefEoients indStermU 
nis de IV et Z qu'on trouve avov lieu pour quelque valeur däterminee 
de x^ auront lieu ^galement pour toute (nitre valeur de x^ 
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IIL Par exemple on peut supposer ar = 0« Cela donnera iine 
eijuation entre les coefficieDS de af^ daiis les diflTorents polynomo«. Et Ics 
valeurs de ces coofficJents, qu'on pourroil: tlrer de cotle equatioD, aiiraient 
lieu egalement pour une valeur quelconque de x. Elles seraient les va- 
leurs que les coefficiens de af^ ont effectivemeut dans reqiiation (168.). 

IV. Maintenant toiit le probleine se reduit a celui de trourer les 
coejficiens indetermin4s ou inconnus des deux potynomes iv ^i Z ^ car, 
CCS coefBciens etant d^termin^s , la di^ompositiou demandee de la frac- 

tioD propos^e ^ est consommee« U ne s'aglt dooc qiie d'assigner u x 

quelque Valeur qui puisse conduire A ce but. 

\. La valeur de x^ prise pour exemple en ( IIL), n'est pas ge- 
n^ralement propre a cela^ car si 2^ et i^ eoutienneot la puissance sf^ de 
X tous les deux 9 od n'aura qu'uue seule ^lation entre les deux coefß- 
ciens iuconnus de x^ dans z^; et ^. Et d'ailleurs cette valeur de x ne 
donne pas en m^me tems quelque relalion entre le6 coefficiens des autres 
puissances de x» 

Dans les metbodes de d^composition des fractions ci-dessus (No. 2. 3« 4.) 
ou donne h x \e% r diff«3rentes valeurs determim'es, que preHcrit lequatioii 
yz=zO suppos^e arbitrairenient. Ou en tire eflectivement les valeurs de tous 
les coefGcieus ind^termin^s ^ parcequ'on a autant d'^quations d^ernHuantes 

qu'Il y a de coefficiens inconnus dans "^^w^ Tautre terme -^ iy gauciie dans 

(171«) ^tant z^ro A cause de y = 0« Mais ce moyen a lincouvient de necessi- 
ter la resolution de lequation ^=0, pour avoir les valeurs de x determinees 
qu'elie prescrit^ et apres le caicul des imagiuaires qui peuvent se presenter« 

Vn. Au lieu de cela on vient directement au but en «upposant 
encore arbitrairement ''^ = 0, ce qui reduit d'abord T^quation (168.) a 

169. rf='-'^, 

mais en eliminant ensuite des polynomes V ^ N ^ w seulement les puis- 
sances de X superleurs a la r — 1'"% au lieu d*en chasseur fous les jr. 

U' 

L'expressiou de ^ V^'on aura trouv^ en chassant de U et IV les puis- 

aances de x superieiu*es a la r — 1""* au moyen de requation 'y = se 
pr^sentera dabord «ous une iorme fractionnaire : raais aussitot qu'on sera 
parvenu a la transformer en une autre entiere du degre r — 1, encore au 
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moyen de I'^quation j == 0, ce qui se fait par le procedc? (§• 14. VII. XII.)| 
cette erpressioD, dont tous les eoefUcienH sont eonnus^ sera celle de ''^^iv 
mcme^ qui est ^galeinent du degr^ r — U Donc on aura trouvc^ d iin seul 
coup tous le coefiiciens de '"'^lo qui etaient inconnus et qu'on cherchait« 
II est vrai que dans Texpressiou finale , ainsi que d^ja daus celle (172«)| 
X ne peut avoir que les vateui*» determinees qui conviennent a r^cfuation 
y = 0^ et non une valeur queleonque. Mais ceta ne diminue en rien Tex- 
aetitude du r^sultat, puisque les memes ralenrs des coefficients des poly*- 
nomes dans (168.) qui conviennent A quelques valeurs determinees de x^ 
conviennent ^galement^ comme nous Vavons remarqu^ (I.) u toute au« 
tre valeur. 

YIIL Le procede dEuIer se trotrre comme on voit ^galement^ 
justißd par les reflexions pr^cedentes^ et oe sont pcut etre elles qu' Euler 
a eiies en vue sans les ^noncer* Maia d'aiUeur» la demonstratiou actuelle 
de sa m^tliode^ quoique beauooup plus succincte^ semble elre moins ^le« 
mentaire que oelle (§• 17. et 18.)« 

20. 
Nous venons a la d^Smonstration de la regle du oaicul du multipli- 

cateur M propre u transformer une fraction donn^ ^ en '^^ = q^ToA i 

oü C ne eontient plus x^ regle donn^e par Euler et ^nonc^e (§• IS^XIV.) 

I. Divisons d'abord '^U et 'N par ^y et supposons 

170. -^7= Pyy^^K^^ 

17h 'N^Q^.y'\^'L,. 
II est clair que les degr^ x et A des restes K^ et L^ seront toujours 
moindres que les degr^ r du diviseur y^ au moins d'une unite« Donc on 

peut supposer 

172. y == «L^+Ä,, 

ou m et i?9 seront des polynomes en x. 

IL Mais le degr^ du reste B.^ est de noiiveau n^cessairement in* 
f^rieur d oehii de h^^ au moins d'uue unit^; donc on peut supposer 

173. L^ = rÄ, + Ä, 

Ici le degre de /f, est inf^rieur ä celiii de iR,j au moins d'une unit^^ et 

on aura 

174. Ä^ = r,,Ä +Ä.r 

En continuant on pourra supposer 
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et gen^ralement 

176. i?'-* = r,.Ä. + ÄH..- 
HL Les cl^gr^g des restes B^y /7, , /?«•«•• dhnimiant toujours au 

moins d'une unit^^ il fout n^cessalrenient qu'on arrive enfin A iin reste 
dont le degri soit zSrOy o'est-d-dire indipendant de x. Nous siipposons 
que i?M+i soit ce reste« 

lY, Cela pos^ les expressions (172. et 175«) douuent 

Y. En subslituant dans cefte expression celle de 17« (174«)> ou voit 
qu'on aura une fraction qui a A. et h^ ^alemenC dans son num^rateur 
et dans son dt^nominateur , mais point des termes ni daos Tun ni dans 
Tautre qui na soient affect^ de B^ ou de J?« • Eo substituant dans cette 
fraction la vaieur de B^ (175,) on aura une autre fraction scmblable con- 
tenant JR« et R^ taut dans le nuraerateiir que dans le denominateufi et ainsi 
de suite. G^ueraiement on poarra douc ecrire 

OU /»„»o x^^ii ^n.,) An., sont les coefficiens inconnus de A„^ et /?»• 

YI. Substituant maintenant dans Fexpression g^n^rale (178,) eelle 
de i?n-i (176.), on aura 

Mais en vertu de Pexpression gi5n^rale (176.), ou a aussi 

180 JL — p/t Bn *t".^w ■B|i4 1 

On a donc, en comparant les expressions (179. 180.)» 

Pn — pn^x r^ + ^M^t f 

181 J ^^ ^^^ y»i— i^n T ^ii-ii 

VIL €es ^quations donnent 
OU bien 

182. />. Ä„ ~ y^ X. Ä — (Pn^hn^i ~ f t-k J^n-i)- 
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En mettant Jans cef te ^cjuation & plusieurs reprises /2 -^ 1 A la plaoe 
de n 00 aura 

et enfin 

184. PuK—9n% = ±(>o\) — J'oO 

\HL Mais^ en fesant /t ss 1 dans Texpressioii generale ( 178.)^ 
eile dQDQa 

£ii oomparant jcette ^quation avec cclle (177.) od Foit qiie 

186. />^ = /wr4-li 7o = ^; Xo = ^^* \>=1. 
En siibsUtuant ces valeurs de /»o^ 7o> ^o ^t Äo dans (184.) on trouve 

187, PnK'^9n^ = ±((.mr + l)l-rm)^±U 

T&ß Cela po8,^^ re9:pre8sion (172.) donne d'abord -^=/72-f y^. 

En y substituant la yaleur de Z/o (173.) on a 

En substituant lei la valevr de S^ (1740 on trouve 



y • 1 I 1 

•^ — 771 !+• ^ — ip S= 171 -|- 

r 4-^^ 



En continuaut ees sul>stitutiojQS et ^galant enfin l'expression trouv^ ä ceile 
(180.) on aura TecjuatLon 



r+ j 









J?, 



R 



n 



Ji.^1 



X. Designons par ^-^j la fraction qaon obtieut en negügeant oelle 
dans(188.), .c'est*ci-dire supposons 

189. (il.) = ;;,+ * 

r+ f 
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on voit qu'on tirera \^) de ^ en fesaut R„^^ ss dans Tcxpression de 
cette derniere fractioD« Donc on a en vertu de T^quation (188«) 

190. i^) = J^ = ^. 
XL Retranchons (190.) de (188.) non» aureus 

y _ El — Pn^n-^^n ^n-^i pn , pn l/n -Bw-h ^^ 7^ ^w^-i "^ Pn ^n Hn "^ P» ^n ^n^l 

ou bien 

y pn ^^ (pw K — 7n ^/i) i^-f i 

et PnK—9n^n ^taut =±1 (187-) et yrÄn + A^Ä„+,=:Lo(180.): 

191. X — e^ = +^ (180.). 

I/o ffn ^nl^o 

XIL Mais nou8 avons suppose (III«) quo le reste Rn^^ est ind^pendant 
ciejr. La quantite ^ — sera donc une fractiou dont le numerateur ne 

contient pas jr. 

XIII. Multipliant (191.) par Z/oJ'ni on a 

OU bien 

192. L,p, = 7„y±Än+.. 

XIV, Multiplions niaiateDant -j^ = q >_L.r. ' (^^^»j «71.) en 
haut et en ba» par />„; dous auroos 

"t; "T/p« 



193. 



et eil j Bubstituant (192.) et siipposant 

194. '^üp^ = Py + Ky 

104 * "i^ — fy+^ Ü^Lp« 

XV. Faisons enfin 

195. {<?„;>,+ y„ = <?, 
( ± Ä„+. = •£> 

nous aurons 

loft "HR — ^'"^ _ fy+^ 

XVT. Cela fait voir d'abord qu'il existe toujours un mnltiplicateur 
M^=^p propre a reduire la fraction donn^ 7^ Ä la forme ^~xv^' ^^"^ 
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le calciil pree^dent de ce multiplicafeiir ofTre en meme tems une demon- 
stratiou de son existence^ la seconde, anDOiicee (§• 17« XIV«). 

XYIL Ensuite les resuUats (195. et 196.) fout voir qu'on trouve 

ce mvltivlieateur lU := Pn (196.) comme eiiit D^veloppez la fraction —- en 
fraction coutinue (188*) eD arretant le di^veloppement aussii6t que se pre- 
sente im rcste Rn^i independant de x. Calculez la yaleiir en x de cette 
fractioo conttiuie, apres y avoir supprlm^ la derniere partie fractionnaire 

5^' (188.), cest-ii-dire, ealcidez la valeur de la fraction (f-) (189.): le 

mim^rateiir pn (190.) de cette fraction sera le mnltiplicateur M de- 
mande (195.) 

Cest procisement la regle d'Eiiler (§. 15. X1V.)<, Donc cette regle 
a ^t4 demoDtree dans ce qui pr^cede. 

XVIIL II y a encore a remarquer que les resultats du caicul pre« 
c^ent oflrent en meme tems lesvaleurs de et *C dans M/JV^ac <?/-j-*(7 
(196.) comme le fönt voir les ^quations (195.). Donc on trouye sur le 
champ^ et sans eflectuer la multiplication de 'JV par le facteur calcule M^ 
le denominateur "^C de la quantite '^'w (169.) cherch^e dans la formule 
(162,)» H ne resto qua multiplier ""U par M^p^ et h diviser "^Ü.M 
por y. Le re^te K de cette divisinn donnera le numerateur de ''"'^^;(169.) 
et par \h la quantite '"*//; sera calcul^e compl^tementf 

XIX. Ayaut eflectu^ le d^veloppemeiit de -p- en fraction contloue 
et trouve par lu m^ r, r^, r^, ..^. r„ (188.), les fornmles (181.) donnent le 
facteur M =;=^ p^ comme suit. D'ahord on tire de la preroiere et de la 
troisieme formule (181.) 

Ensuite (186^) doune 

198. />o = ^^^4- 1 ^t 5^0 = ^y 
et de lu on tire par la prämiere formule (181.), en y supposant nzsztf 

199. /;. = (A/7r+l)r, + /W. 
Puis la formule (197.), en y supposant /2 = 2, donne 

200. />; ^ ;\r,^p^,, 
et des ici on peut continuer Ic caicul des p suivants jnsqu'a Pn en mettant 
d(ans la formule g(?n^rale (197.) successivement /z = 3, 4, . • ^ ., jusquA n. 

XX. Dailleurs ia metbode precedenle d'Euler, de calculer le 
muUiplicateur /My propre <i reduire une fraction donnee 

8* 
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Oft! "U _ PcT+Ko 

d la forme 

*"*• 'N -" JH.W — M(()„y+L.) — Cy+'C* 

ou 'C ne contient plus ac, n'est paa la seule qui mSne a oe but« 
En voici encore deux autres. 

21. 

Seconde m^odo de calculer M, (202.) 

1. n est clair q*uil ne 8*agit «pie de trouver un poljnome M pro- 
pre A donner 

203, M.'N ^ QyJ^-a^ 

ou "C ne contient points des x. Ce polyuome sera la multiplicateur oherche« 
IL Kons avons demontrc ($• 17.) Vexistance de ce poljnome. Sfais 
cette demonstration renferme en memo tems le mode meme de caicul du 
poljrnome M. En efFet il n'y a qu'a faire les caiculs indiqu& (§• 17* 
III. — XL) poiir arrirer h T^quation (158.) qui comcide avec (203.) et 
ofFre non sculement My mais les trois quantites chercMes My Q et *C. 
IIL It y a encore a remarquer^ qne lem^me multiplicateurj/fqui donne 

204. M.L, = Q^y + ^'C, 

donnera aussi a M.*N ta forme Qy + '^Cj car 'N ^tant Q^y\'L^y la diflRS» 
rence de M.^'N et M.L^ ne sera qu'iin multiple de y que ne change pas 
la fonne demandee« Donc ou pourra encore abr^ger le caicul^ en mettant 

Lo A la P^ce de 'N. 

22. 

Troisi(^tne m^tliode de calculer M, (204.) 

L II est d'abord ciair que si le coeflicrent de la plus haute puls- 
sance de x dans y est =iy comme il le sera ordinairement^ cetni de la plus 
haute puissance de ar dans M petit etre suppos^ ^galement ss 1 ; car il n'y a 
alors qu'Ji egaler le coefficient de la plus haute pnissance de x dans Q^ 
(204.) a celui de la plus haute puissance de x dans L^,. 

IL Cela pos^^ en transformant requation (204.) en 

205. EJ^^ = (?!> 

on voit de cette expression que M.L^ — ^C doit 6tre diuisible par y, 
c'est-a-dire, que si Ton divUe M.L^ — *(7 par ""y^ le reste de la division 
doit otre zero. 
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HL Ce reste sera du degr^ ^-^1> ledifiseur ^y ^tant du degr^ r; 
dono ses r tcrmes serout propres a d^terminer r ooeflßcieiis inconnus« 
La quantit^ ^Cy ind^pendante de x^ ^tant regardee comme une de oes in«- 
connues, le multiplicateur M peut en contenir les r--^l autres» DonC| le 
ooefficieut de son premier terme ^tant = 1^ il sera g^n^ralement du d^re 
r— 1 et OD peut auppoaer 

206. ^'M = ar^ + Kx^^ + K^''-^-- •••• -f^r^f 

Tl. Cela pos^> il n'y a qu'u multiplier L^ par '^^M (206«)^ ajouter 
— JC au produit, diviser la somme par ''y et Egaler ä z6ro les coefiiciei» 
de r diff^rens termes du reste de la divisioo^ qui renfermeront les r quan« 
tit6s ioconnues \y h^f X^^ •••• Ä^. et ^C. Cela fournira r ^quations du 
premier degr^y desquelles on pourra tirer les r incoonues« 

Y« Mais puisque llaconnue *C ne se pr&ente que dans le deniier 
terme sans dr du dividende ML^ — °C7, eile ne se pr^entera aussi que 
dans le dernier terme sans x du reste. Donc les r — 1 premieres ^qiia« 
tions^ qu'on tire du reste j doivent d^ja donner les r inconnues A« 

YL Le degr^ du multiplicateur^ ne peut ^re sup^rieur il r— 1; 
car^ s'ii T^toit^ ii se pr^senteroit un plus grand nombre d'inconnues qui 
ne peurent Stre trouy^es par l'^valuation des diffi^rents termes du reste« 

Yir. Mais il peut etre moindre que r — 1, car il se peut que quel-- 
ques unes des r^--l equations, eontenant les iDComiues Ky soient identiques, 
Dans ce cas le premier terme ^f"^ de M (206«)^ suivi peut etre de quel- 
ques autres, ne pourroit pas subsister. Et puiscju'on a fixe davance la 
valeur du coefficient de x^\ les ^quations qu'oii trouve ne peuvent pas 
iudiquer cetto circonstance autrement qu'en tomba!>t en contradiction. 

YUL Donc si les r — 1 ^quatious^ qui renierment les r — 1 incon« 
nus \y K • • • • ^r^i (206.), se trouvent etre en contradictioPy ce sera un 
gigne que le degr^ de M doit etre moindre que r — 1 et il faut essayer 
un autre multiplicateur d'im degr^ plus foible« Lorsqu'ou aura introduit 
un tel multiplicateur, toutes les equatious d^termrnantes qu'il y aura alors 
de trop derront Stre identiyues^ 

23. 

Appliquons k no exemple nos trois m^thodes de caicul du muU 

"*U M ^U JPy-4-JC 

tiplicateur M propre a transformer la fraction j^ en -^jg-Tj^ = nf^^f 
im C ne contient plus Xy et choisissons cet exemple parmi ceux d'Euler. 
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Exemplß (Memoire d'Euler $• 18.)* 

Imjj g-, ^5 ^ j . 
W =: aP + ar* + 1 = L,; ^ = 0; (I7L) 

I. Premiere m^thode ($• 20.)* Suivant oette methode il faut d^ 

velopper ^ en fraction continue, en s'arretant au preiuier reste ind^pen« 

dant de x. Cela donne 
208. x'+x»+I| a?*+l I X 



— ac»— X +1 

X-'— »-|"2| — **— J? +1 ! — X 

— »»-f-x-flT «•— «-f-2|-l 

— a:*+x-fl 

douc on a 4-3 

209. -r- == ro3xi == * H -i 

--*H — 3 

et en (188,) , -^+^^4:^4:1 

r ==-1, 

210. ( '''^ ^': 

r't = — 1 = /•„ , 
Ä„ sss — a?" + X 4- I, 

«„4, = 3, 

De la on tire par les formiiles ( 1 97 — 200.) 

211. / /9, =s(/wr4-l)r.-f/w=r — ir( — jr + l) +x = x*, 

donc suivant (195.) 

212 (^ = />. = -X« — a:-f 1, 

) "C = + Ä„+, «= + 3, n etant pair. 
En effet ie multipUcateur M=i — x* — x-^i donne 

lM,'N = (— «•--;r + l)<a^+x*-fl) = — a^--2x*— ar + 1 
213. I =— (x + 2)(**+t) + 3-— (x + 2)'y+3, 

dono 



d^fracUon» afg^briqut$ rotimruHtt, Sect. II, §. F", No. 23. form. 214. — 226« 63 

r^ultat conforme a oelui d'Euler« 

II. Seconde methode ($. 21.). En multipliant £„ (207.) par x, on a 

215. xLo = ic*+a^+x 
et en diTisant par 'yssjp'+l, 

216. xL» = 'y + af'+x— 1. 
Ed multipliant de nouveau par x et divhant par y on trouve 

217. x*I^ = («?+ 1) "y + «•—«-- 1. 
Combiiions les trois ^qaations 

I L„« jr' + af'+l (207.), 
218. |a:L„= y + a^ + ar — 1 (216.) et 

U0U8 aurons 

219, (* — 1) L„ = 'y — jp' + ar — 2, 

220. (a:«+a:— l)I^ = (ar + 2)''/ — 3, 

ou bien 

(_;p.-;r + l)L„ = _(ar + 2).'-y 4- 3. 

Cela donne 

221. i»f=— X*— *+t, 

et ft'accorde avec (213.). Le reste du caleul coincide avec celui (I.). 

in. Troisieme mäthode (§. 22.). Stipposons 

222. ;»f = ar' + \,a:»-f.?^x + \j, 

MU—'C = (x' + \,x« + \,.r + X,) (*» + X* -I- 1)— 'C, 

ou bien^ 

223. -ML,— •C = a^4.(7^. + l)jc^+(\.+ ?^)x* + (\,+ 7^+lV 

+ (h^ + KW + ^.^+ Ao— 'C. 
Dmsons par y^x*-\ly on aura 

+ (^^ + ^~l)** + (^-^•. — 1)^ + ^— ?^— ^-x— *^> 
dono les ^uations qui d^termineront Tv,, A^, A.) et "C seront 

A.J + ^* + 1 = 0, 
225. ^^3 + ^.-1=0, 
A, — 7^. — 1==0, 
\, — A. — K, — •(? == 0. 
Des detut' premieres ^quations on tire en les sonstrayant Tune de Tautre 
226. X,— A, 4-2 =a 0, ou bien K—K ~— ^» 



M 5te.lL i.r: Jr8.2ft./.S?.— 2M. 4. Crell*, mfmtmr mw Im äJk 



eit eentrmdieizom «ree b troiiKiue «fiatioa ifm doBse ?^ — ?. 
= + !• DoK le dpgce Ai aDitipSatar Jr • ete annMi^ trap fixt (f. 22. 
Tin.) et fl faüft ■ipp««' 



JfI^-'C= :x» + X.* + ?^>,+x. + r— T, 



Dhinat par v^x^-t-1, oo man 

229. JTL.— T «= 

Doue ks e^uDoas iTi'iiiiibiwiiIiii hiobI 

?^+?, = 0, 
lA, + 1 =0, 



230. 






Ea soBtnjwt b Meoad 4e fe |inwere oo taBlw db« b troiiMBic d'o« 
roa Tok ffx ceUe-«i crt identifue «nc ks deoK piuiMti c » (§. 22. VID.). 

131 ♦'-* "" *' 

et poB la qoatrieiBe — 1 — 1 — 1 — *C=Oy tloac 

232. •C=^3; 
doac oa a soiriBt (227.) 

233. Jf = x* + x— I, 



2M. :— :.'-x+i:r, = t>xV-3. 

«t cHa «'xcorti«» encore arec (214.)« ie rote ih odcol 
celoi ic*. 

24. 
L L« ofChoda p reci? <lcg tei aciieut a tr e u r e r "^a- u« '^^1^ 
ajBS ^122 <t 123.). DaborJ ayaiat Eut daM rexpmnos de li fractioa 



dts fraetiMis algebriques raüonntfies. Sect. IL \.V, iVo. 24. /orm. 235. —241. 65 

W=. PoX + JPo et 

dans le premiere cas et 

236. j'"^ == ^^^^ + ^« ^* 

dans le second^ on transfopmera la fraction 'j^as ö^Xf ^ ^^ ^~ 
y~ / en une autre de la forme 

soit par la metliode (I^o. 13. IIL — XII.) f soit ^ Taide d'un multiplicateur 
M., Cela ^tant fait on a (169.) 

238. "^w = sj ou 

239. '^'fF— 4. 

•G 

Ajaut-trouv^ yj ou ^ on calculera Z (122. et 123.) suivant (No« 16. XY.). 

n. Si Texposant | de 'y n'est pas assez faible, il sera ordinaire« 
menf pre£^rable de caiculer "^^w au lieu de ^^-^fF' et puis '•"•'^*Z, en op^- 
rant ensuite sur Z^ 

Mais 81 Ton a calculee ""^"^IF (123.) il y a eucore u decomposer 

la premiere fraction partielle en 

240 :!z!^ — 'j:!!!^ + rif^«^^ "^"^p /8> 

^*^- r^^ — r^e T^ -^^-1 + '^^;;;f« "r ^ 

Cela se fait en divisant "^^^W par ^7, le qvotient de nouveau par ''y, le 
seeond quotient encore par ''/ et ainsi de suite^ jusqu'A ce que le degre 
du dernier quotient soit inf^rieur k celui r de y. Les restes des diflR^« 
rentes dinsions donneront sur le champ les num^rateurs Wiy w^j Wz$ ••• 
... w^ des fractions partielles (240.)« En effet, supposons 

241. < ^^""'"""^^ = ''''^""*^3 y + ^-^^3 y 

Grelle'« Journal d. M. Bd.X. Hft. I. 9 



66 Std. IL (. F. No. 25. 26. / 242.-245. 4. CrtUe, memoire sur la d^compasUioH 

de Sorte qu'en substituant ces expressions Tune dans l'autre on a 

,'^'^z=:-'^w,+y.''-'w^+''y^.^'w,+y\^'w^ .... +'x^.'^'w^y 

la dernidre expression (242.)9 divis^e par y^^ doonora iiur le champ celle 
(240,) qu'on a demand^e. 

25. 
Dans le cas oa y est du premier degr^^ c'est-ä-dire r = l^ lea 
restes K^ et L^ de la diyision de "^U et ^N par y (235.) seront du d^ 
gr^ z^ro, ou independants de x ; donc I/o ^ d^jA dans ce cas la forme re* 

quise et la transformation de ^ = Q^Ji^ öö ^ s= (/j\n (N<>- 24« ^0 

n'est pas ndcessaire ici« II ny a qu'il diviser '"27 et *N par y>' les restes 
K^ et Z/o de ces divisions donoeront sur le champ 

243. w ^ ^ =: ^ (169.). 

Mais on trouve ^galement les restes JC^ et L^ des di^mons de ""U et 'N 
par ''/, si dans '"27' et '^V on donne k x}a valeur d^termin^ par T^quatioii 

244. y — 0, 
puisque y = donne en vertu de (235.) "^U^zK^ et 'Nz=zL^. Par lA 
on voit que dans le cas r = 1 la präsente cinquieme m^hode de d^com«- 
position des fractions alg^briques^ si Ton calcule par cette m^thode^ oomme 
il est preF^rable^ '^^w et non pas ^^"^W^ cömcide abaolument avec la se^ 
conde methode de ddcomposition. 

Elle ne differe donc de celle- ci que dans le cas ou y>>l. Dana 
ces cas les m^tliode ant^rieures sont oblig^ de donner ä x les diff^ 
rentes valeurs d^termin^es qui satisfont k T^uatioa '^y es ; la präsente 
tn^thode elude cette incommodit^. 

26. 
n 7 a donc seulement lieu aussi d'appüquer la presente m^tbode 
^ notre second exemple (No. 7.). Son application au premier exemple oe 
donneroit que les calculs (No.lO.). 

I. Dans ce second exemple nous avons 

245. y = or*— 2x + 5 (61.) 
et, en divisant ""U et *N (60. et 62.) par y pour trouver ""^Wy on a 




des fraGiiona alg/briques raUonneUes. Seei.U* \.V. No. 26. form. 2M. — 254« W 

(-1/ = P,y+K.(235.) 

246. < = (t7a:'— lllx*+l24**-161a?'— 408x«— 45a:+7)(a;*— 2x+5)-183«+96, 

(•JV ==(),y+L^(235) = (x' + 5a7»+9a?~7Ka?*— 2x+5)-61x+32, 
dono 

(ifo = —183a? + 96, 

^*^* (I^ = — 61ar + 32. 
IL Maintenant il y aurait a calculer le multiplicateur M propre 

k r^diiire ^ A la forme q^T^q y ouCne contient plus or« Mus ici iT^ est 

divisible par JL^ et on a y~ = 3. Dono quel que soit le mulciplicateur M^ 
on aurait encore ^^rjf =: 3. Dodc od est dispens^ du caicul du multi« 

plicateur et od a •^=77'^ ^^^ I® ohamp, suivaut (169.) 

248. ^'w = 3. 

III. Le Dum^rateur "^^w de 1a premidre fractioD partielle ^taDt 
trouT^, OD a suivaDt (142.) 

249. —^'Z = *^ , "'" 

y 

_ (17x*-14aa?H431ar*-964a>*-f534ar*-34ag'-1943a?M22JC+131)-3(g'-t-3x«-f4x'-2g-3) 
"~ 35» — 2«+5 » 

et cela donne 
250. "-'-»Z = 17a*— llla?* + 124**— 164j:»~423«»— 72«+28. 
Cette quantit^ prendra la place de "il (246.) > en calcnlant le nu> 
m^teur de la seeonde fraotion pardeUe« 

IV. Elle donne pour oe niim^teur 

251. P„y+^„= (17ar»+77x»— 115**-9ar-f 134X*'~a»+5)+24ta»-642, 
donc auiTant (251. et 247.) 

252 1^0 = + 241 dr ^ 642, 
JLj, 5= — 61jc+ 32. 
y. Ici K^ n'est pas divisible par L« comme il l'^toit (II.). Dono 
fl faut ohercher le multiplicateur M propre a reduire -^ , ou bien ~f i la 

forme T^-^öfjy cm C nß contient pas x. 

VI. Nous ferons cela suivant la troisieme m^tbode (No. 22.). 

SuppOSODS 

253. M va x^'Ky 
Dous avons 

254. L^M—*C:= — 61a^4-(32--61\)x + 32X— C;. 

9« 



68 Sect. IL\.VI. No. 27. f. 255.— 261. 4. Crtll e, memoire sur la d^compofiHan 

Cela, etaot divise par y = jF* — 2jp + 5, donne 

255. L^M—^C = — 61y— (90 + 61^)a? + 32X— T+SOS, 
donc 

256. J90+61X = Oet 

e305 + 32^— 'Cas 0, 
et de lA on tire 

257 P 6t* 

(•C=:305-32.?J= ^. 

171. MultipUant maintenant A;=s241x— 642 (252.) par 3f = 
X'-'%% (253. et 257.), on a 

256. K,M = 241a:«-(642+?^)x + ^*|^, 

et en dirisant par y^six* — 2x + 5, 

90.241 \ .^^, . 642.90 



257. Z, M = 241 y ~ (l60 + -^^j^) «— 1205 + 



61 



__ „., 31450 15725 

— ^4iy 61"* 61"» 

donc 

258 K SS 3*4^a?4- 15725 

61 ' 

donc enfin suivant (166.) 

31450 g+ 15725 

259. '-^w^ = -^ ~ iwS C258., 257.) = ~ (2ar+ 1). 

~W 
VIII. Toici le namerateur de la seconde fraction partielle. On a 
donc iaisquici 

260. -^^ (63.) = ^^rzhf^ <2«-) -(?^5P <250.) efc. 
IX« Nous De contiDueroM pas plus loin oe caicul qui, comme 
on voit, est encore assez iatigaiit. Nous passerons plutöt d'abord a une 
autre m^cliode uu peu pFus prompte , au moins plus reguliere , tiree de 
la presentc« 

f. V(. Sixi^mc inetho<1e 

27. 
L Soit cojnnie ci-dessus 

mrr 

261. 



la fracHon propos^ ä Atre d^'ompon^ en fraciioiis partielies de la forme (8.). 



k. 



des fractions alg/briques raiionnellts. Seet. IL §. VI. No. 27. form. 262.— * 269. 69 

DivisoDS d^abord '^ZZ et 'JY par y^ et soient P^ et ft leB quotients 
et iT^i L^ ies festes de oes divisions^ la (raction propos^e prendra la forme 

n. Re Juisons q'^Tj^^ ^ '« forme ^i^Trg f ou "^C ne oootient pliis 

jr, soit par la methode (No, 15. YU. — XEf,) ou en oalculant d'apr^s 
(No.20.9 2K ou 22.) le multipiicateur ilf propre 4 donner äM{Qoy+Lo) 
la forme Qy-^-'^C^ et en multipliant apres en haut et en bas par M. 
Cela fait, la fraction proposee prendra la forme 

263 —IL ^ ^ +fr 

ni. Divisons maiuteiiaiit A'-f-^y par C-\-Qy, non suivant Ies pui»- 
sanccs descendantes, mais suivant Ies puissances ascendantes de y» 

Le premier teitne du quotFent sera -^ etfereste — jf^y» carona 

IV. Supposons 

265. ^^, ou bien P— f C> =i if. + P.j, 

ou l'on trouvera A^» et P, en divisaut — jr-^ par y> le quotient de cette 

division sera P.. et le reste ÜT^. 

Cela fait^ l'equation (264.) se reduira a 






• 79 



V. Ici la fracHou ÖJ*-^ est tout-a-fait semWaWe a celle ^^ 

(263.) ; il ny a qu'4 mettre K^ et P, ä la place de K et P, pour reduire 
la seconde h la premlere. 

Od peut donc contuiuer la division (HI-) et on aura 

'^^- C+Ö7 "*■ c + e-^'-r c{C-\-Qy) y • 

TL Ed supposant de nouveau 
268. ^liZ^i2, oubien P.-.:^g « r. + P,j-, 
et dJ^aiit, OD aura 

et aiitsi de aaiter 



70 St9t.IL ^9^ No.27.form.VT(k^27S. 4. Cretle, mSmairß srnrim dicomponiion 

VII. Ajrant oontiiiii^ eette Operation , jusqo'a ee qu^oo Mit arme 
a la puksaace j^ de y, on aura 

donc eil sulMtiUiant daos (283.), 



\^L Tmlji le developpemeDt eomplet de k fraetion propoa^« 
En le eomparaut arec k forme g^n^rale (8.), savoir arec 



OB Toit que 

K K AL jr 

'jf-*Z,= P^— feO, dooc -«Z, == -— IIl£ll 



on Toa trouvera les diffiSreDtet quantit^ X, JT^ , • . • • X^ ^, C, l^«-«) Q 
par les equatkMia siurantcs: 

274, <p^_:^.|p = jr,+ P,j, 



IX. Ceite metbode de deTeloppeaM^t eu^ daac lai op^ ati o m 



1. Oierdier un niuluplicateur AT« td^ que -V.'.V^sC^-Qj, o« 

27i, '.V= I^+Q,r. 

i«4« que Jf L.^ aii U forme C-f ^ v^ ou C ne cotttiem pas x« 

2. Diviter M.'^l^ ptf j> le mte i^taat Mppose JT et le giitiiiat 

K K 

Py oa aura u\ =: -^ « Dinser eosaite P— ^^-« Q par f; a la rarte ert X| 



des firadions oigibriques raiionndles» Seot.U* ^•F'L No. 28, form.276, — 28L 71 

et le quotient Pi y on aura i^;^ = -^ • Diviser ^i *"^ « Q psu^ y> si le reste 
est K% et le quotient Pz on aura w^^=-^y et ainsi de suite« 

3. Diiriser enfin P^j ^ par M; le quotient sera Z. 

* 

28. 
Dans le cas r =s 1 , c'est - a - dire ou le iacteur y du d^ominateur 

de la fraction propos^e r^r^ ^^^ ^^ premier degr^^ las oaicub de la m^ 

thode präsente se simplifieut beaucoup* 
L D'abord dans 

fes restes K^ et i^o ^^ ^^ division de £^ et N par ;^ sont d^ja deux memes 
ind^pendants de x» Donc le caicul du xnultiplicateur My propre k donner d 
M.*N la forme Qy'\'Cy riest pas n^cessaire ici, et Lo prend la place de*r, 
IL Divisons de nouveau Po ^t Qo P^i" / ^t supposons 

277. Pa=-P.y + isr. et a = fty + J^, 

DU A^i et Lj, serout ind^pendants de x, nous aurons 

278 r^=^.y* + i;y + ^o, 

Diyisons encore P, et Q^ par ^, et soit 

279. P^^P.y-hK et a=(?.y + J^f 
ou IT, et I^t seront encore independants de x, nous aurons 

280 r^ = ^.y' + ^.r*+^.r + ^o, 

Continuona cette Operation jusqu'a-oe qu'on seit arriv^ a des quo« 
tients qui ne sont plus divisibles par y^ Ces quotients seront Pm-.i et 
0«.,; ils serotit independants de jc, ainsi que toutes les autres quautites K 
et Xi et on aura 

281 r^ =^ ''«-.•r + ^m^t -r"" + ^m.« . y"^ • . • • + ^a. 

III. On yoit que les caiculs (U.) n'ont d'autre but que de trans- 
former les deux polyuomes en x, '"U et 'Ny. en deux autres en y des 
memes degr^. Cela se fait eSectivement par des dirisions r^it^r^es^ comme 
il a 6t6 decrit dans (II. V Mais la transformation peut encore etre effec- 
tu^ par deux autres m^tfaodes. 



72 Seoi.IL \.'^L Ifo. 28. /orjn. 282.— 286. 4. Grelle^ mimoire sur la dicomforilion 

IV. Soit 282. y = or + (t, 

il ii'y a qu*ü suhstituer y — a au lieu de x dans "^U et *N. Cela doonera 
egalement les deux exprcssions (281.)« L^^ calculs n^cessaires seront u peu 
pr^ de la meine etendue qiie ceux dans (IL). Cest le second moyen 
de traiisforiuation. Yoici le troisleme. 

V. Ecrivez j «\ b place de x dans U et A", et tirez des expi'es- 
sions qiie vous aurez^ et que nous dexiguerons pas u et n^ les roejfi^ 
ciens differentiels d Uj ^* ^/, . . . . d'^n et 3 /i, 3' /i, .... 3* m respectivement 
jusqira le m*"^ et .y"'" ordre. Ces coelTicieus dilFerentiels, en mettaut. oomme 
oela doit etre, y — « a la place de y, vous doiiueroiit. en vertu du theo- 
rcme de Taylor: 

283. -U ^ u-a^u + ^d^u^^^B^u,.,,t:^—B-ui 

284. W= ^-«a«+^d«n-i^5»«....±^^.a-/i. 

C'cst le troisieme mode de trausformatioii. 

VI. Ayant transForm^ par une des trois m^thodes (II. TV. V.) 
^Ü et *N eu deux poljrnomes en y de la forme (28 1 •), il u'y a qu'u divU 
ser "^Ü par '.V suivant les puissances ascendantes de jr, en s'arr^tant 
aussitöt que le quotient preseote la puissance y^ de jr, Cela donnera une 
expresdon de la forme 

285. — = w^, + w,y + zt^3 ) » + w^^r^"* + -ry-- 

Pour eviter les fractions, on peut supposer 

287. r = Cz, 
si C est le terme sans v dans .Y. 

VII. En siibstitiiant enfin cette expression dans eelie de la frao- 
üon proposee (261.) , ou aura 



286 ül^ — ^ J. J?«. 4. i^ 4. !?i J. ^ 
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et c'est le developpement complet de la fractton proposee en fracbooc 
partielles. Toutes les quautites w seroiit indrpendautes de x, mab Z 
sera exprimc en y, donc il faut trausformer encore Z eu uo polynome en jr» 

VIII. La sixieme metbode de decon^position des fractions algebri- 
ques exige donc , dans le cas particulier y = 1 ^ les cakuls suivanta« 

I. Transformer ""27 et 'M par Tune ou lautre des trois m^dmdea 
(n. IV. V.) en deux polynomes en y. 



dts/raetiojis aigebriquea raiionnelles. Sect. IL ^. VL IV'o. 29, /orm. 288. ~ 290. 73 

2. Diviser le poIynome transfortn^ "^U par celiii *N suivant les 
puissances ascendantes de x^ eu s'arrStant aiissiidt qiie ie nouveau quotient 
pr^eote y^ comme facteur. Les üacteurs de y% y\ y% . • . . y9 et y^** 
des diff^rents quotiens seront les num^ateurs w^y w^^ w^y • • • • w^ et 
Z des fractions partielles cherchees« 

3« Transformer le dernier quotient Z^ qui sera exprimee en y^ en 
un autre pol^^nome de meme degr^ en x. 

IX. Oo yoit que dans le cas particulier ys=0 la sixieme m^- 
thode de decomposition des fractions coincide avec eelle que Mr« Dirk« 
sen a donne dans son memoire No. 6. tome L cab« !• de ce |ournal. 
Dono eile peut etre regard^e comme la g^n^ralisation de cette derniere 
m^thode effectu^e par les proeedes qu'Euler a donn^s dans les M^moi« 
res de St. Petersbourg^ tome 1. 1809. page 1 — 25« 

29. 
AppUquons la sixieme m^thode k notre premier exemple (59.)« 
L Dans cet exemple on a 

-i/ = a;«~.9Ä* + 30x*— 42a;^+ 23a?*— 21a;+35, 

^^' ^ ^ = ^-2, a = -2(282.), 

^ = 5. 

II. Transformons suirant la troisieme ro^thode ($. 28. Y«) ü %tN 
en polynomes en y. Nous aurons 

u =/~9/ + 307*— 42/+ 23/— 21y+ 35, 
Ö£/ = +6/— 45/+120/— 126y^+ 46jr~ 21, 
d^fjL = +30/— 180/ +360/— 252y+ 46, 

289. {d'u = +120/^—540/+ 720jr_ 252, 

a*w = +360/— 1080j<+ 720, 

d^u ^ + 720/— 1080, 

.a«tt » + 720j 

n = / — 6/+ 2/ + 51/— 117y+ 81, 

an = +5/^24/+ 6/ +102/ —117, 

.d^n = +20/ -72/+ 12/+102, 

^^* ^ ö'/i = +60/— 144/+ 1%, 

td*/i = 4.1207-144, 

a*/i = +120} 
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74 SectM '^. P"!. No.99. ferm.2dL—Q%. 4. Cr eile, memoire surla dceompo%ition 

done suivant (283 — 4.) 
291. 'ITssf^ 9)^-J-30/- 42/+ 23/— 21y+ 35=:/+3/— 2/-f Ujr— r+i>i 

+12/— 9qy»+240/— 252/+ 92y— 42 

+6qy»— 36C^»+72qy'— 504>'+ 92 

+ 1 60^*— 7207'+96py— 336 

-f 240)--— 7207+480 

+ 192y— 288 

+ 64 

2»2. 'A^ss/— 6/+ 2/+ 51/-1177+ 8i =/+4/— 6/— /— jr+^J 

+10/— 48/+ 12/+20*y— 234 

4.40/_14+/+ 24y+204 

+ 80/— 192/+ 16 

+ 80jr— 96 

+ 32 

DI. MaiDtenant il y a u diviser '"17 par IV. Mais pour cviter les 

fraclions, supposoi» ^ = 3 s (287.). Ceia duntie 

rZ7=5 — 3« + 99=» — 54s' + 729«^ + 729a«, 

^^^' j ',Y= 3(1— a— 3s? — 54«'+ 108i* + 81c':, 
et on trouve 

Puot. =5 + 2« + 116«*+338z' + 254a;% 

294. l-i-3=«— 54s' 



+1(»5*+81** 6~3i+ 99*'— 54«»+ *•+ 729**+ 

—6+5*+ 15«'+270z*— 540i*— 405*' 



729*' 



+2>+114ä»+216*'— 640**+ 324*»+ 729t* 
—2*+ 2«»+ 6*'+108*«— 216*'— 162** 



+116*'+222s*— 432**+ 1032'+ 6ü7*' 
— 1 16**+^ t6c *+348**+6264*'— 12528*'— 9396*' 
338i»_ 84**+6372*'— 11961*»— 9396*' 
— 33 8*'+338**+10i*t'+18252**-36504*"-27378*» 

7 +264*«+7386*»+ 6291s'— 15900*' -27378k' 

—264*«+ 254*'+ 762**+13716*?— 27432*'— 20674« 

7640*'+ 7053«*— 32184*'— 54810*'— 20674* 

donc 

90<; "^—^ J^_L **^** l ^^^*' i ^^*'* i (7640+7053* - 32184**— 54S10*'-20574s*K 

lY. Pubque 2 = -^ OD a 

9Qtt "tr^ 5 , 2/ I 116j^* , 33.V , 254y* , (7640+2351.y-3576/*— 2030/— 254y '> 
*•''• 'W ~" 3 ■»" 9 "*" 27 "*" 81 ■*■ 243 ■'" 243. 'iV * 
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donc la valeur de la fraotion propos^e est 

»"t; _ 5 , 2 . 116 > 338 , 254 , 7640+2351/— 3576y»—2Q3()y*—254r* 
y9 .'N ~ 3/' "^ 9^^* "*" 27/* "^ Sl^'* "*" 243y "^ ' 243. '2V ' • 

£n remettant la Taicur x — 2 de y on trouve 

^^U _ o:«— 9x'+30x* — 42x' + 23a?*— 21x+ 35 
^^*' j9.'N ~" (a? — 2)*(»*— 6a;*+2ar'+51a?*-117« + 8T5 

— '*> I 2 . 116 , 338 . 254 
~ 3(x^2)* "^ 9(x— 2)* "*" 5f(^2)' ^ 81(a?^2)» "*" 243(x— 3) 

. — 254x* + 2a7*+2508x'+423x+810 
'T" 243(ar* — 6a?*+2x'+61x»— 117x4-81) > 

oomme il a ^te tronv^ (85.)* 

y. Nous ne dou& arrSterons pas a appliquer la sixi^me m^thode 
h. notre second exetnple (63.). Oa voit bleu que le caicul suivant cette 
methode est encore assez fatigant^ a cause de la recherohe lu multiplica«- 
teur My et de la transformation Ae U et N en poljnomes en j^ et de 2^ 
en un pol/nome eu jo^ 

$. Vn Septime m^tbotle, c«lle de Mr. C lausen. 

30. 

Nous ne reproduirons pas ici ranalyse de cette m^thodci parcecfu^en 
peut la voir dans ce Journal meme, torae 8.^ cahier 2. pag. 142 — 145« 

Cette methode est sans doute diSerente de toutes les autres^ et 
partidpe des arantages des deux precedentes, d'eviter le oalcul des fao- 
teurs simples du d^nominateur de la fraotion propos^, et par oons^quent 
celui des imaginaires qu! y peuvent se pr&senterf H 7 a seuiemenC k 
remarquer qu'elle exigera eaeore des calciils fatigants dans la pratique« 
En effet, si Ton designe par t; le degr^ du denominateur de la fraotion 
propos^e, on trouvera par les formules de Tauteur que la quantit^ ind^ 
termin^e Zj qui se presente daiis les r^4sultat8 finals (II. pag. 144.) et qui, 
en yertu des ^uations (5. pag. 143.) n'est autre chose que celle qui y 
est exprimee par ^, sera g^n^ralement du degr^ y — 2, Maisla räsolution 

des equations finales (IL)? c'e^t-a-dire le caicul des num^rateurs P et Pg 
chercbes des deux fractions partielles , s'ex^cutera en snpposant indeter- 
mines les coefBdens du polynome P„j dont le nombre est v — 1^ et en eher-» 
chant ces v — 1 coefficiens, oe qui se fera en supposant ^gaux h z^ro un ä un 
les coefficiens des v — 1 premier termes de Tune ou de l'autre des deux ^ua« 
tions (!!•)• Donc cette methode exige d'abord les caicul au moins d'un des 

10* 
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deux polynomes r ei r^ suivant les formiiies (2. et 7.) et le calcul de la 
oonstaute Q^ suivant les formiiles (2.) et aprSs le calcul de v — 1 ooeffi^ 
'eiens indätermm^Sy t\r6s d'autant d'equations du premrer degr^» Elle 
exige donc enviroDs autant de caleuls que la m^thode ordinaire des coef- 
ficiens iiid^termin^s ( §• L )• Nous nous abstiendroot par cette raison de 
Tappliquer ä nos exemples et nous passerons ä une derniere methode qui^ 
dana la pratique^ sera plus exp^ditive que les autres. 

$. Ym. Hattieme methode. 

31. 

L En multipliant par "y^/iV^ Fexpression fondamentale (5.) on en tire 

ei de Id 

300, "^-"7''''''^ = ""^'^'Z. 

y 

II. Puisqu*il ä 4te demontre que la decomposition de la fraction 

propos^e suivant la formulo (5.) est toujours possible, c'est-i^-dire qu'ii 

existe toujours deux polynomes entiers m; et -Z de degr& r — 1 et n — r — 1 

tout au plus^ qui satisfont ä T^quation (5.) ou bien k celle (3000> on est 

en droit de conclure de Tequation (300.) que "^U — "^^iv^.'JV sera neces* 

sairement divisible par 'y, o'est-ä-dire que^ si Ton ex^cute effectivement 

la division de "^U — "^^w.'If par "y^ le restCy qui se pr&ente, sera n^ces^ 

sairement z4ro. Donc si Ton Ä)rit 

301. ^U—'^'ur, . 'N = '^'^^Z, • y + ^'S, y 

on aura necessaireraent 

302. '-% = 0. 

IIL Cette remarque offre imm^diatement le» moyens de tronver 
les num^rateurs "^w et '*-'^^Z des fractions partielles cherchees^ et de 
GOnsommer ainsi la decomposition de la fraction propos^« 

En effet le degr^ du num^rateur ^^w de la premiere fraction par- 
tielle (5.) ne peut etre plus fort que r — ly eomme il a 6t4 di^montr^ 
(Sect. !•); donc^ en supposant 

303.. "^'w = «4 a/^* + «i ^~* + «5 ^'^ . • . • -f- «^ 
le aoinbce des coefficiens et.y ind^pendanfs de x^ et contemis dans ''^^w^ 
ne peut etre plus grand que r. 

Ces coefficiens, consideres comme autant d'inconnues^ se pr^sente- 
ront aussi bien dans le reste R^ que dans les Quotient Z de la division 
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de U — wN par y\ Mais le reste Ä, comme venant du diviseur y, qui 
est du degr^ r, ne peut etre ^galement d'un dogr^ sup^rieur a r — 1; 
dotio il aura egalement r coefHciens diff^rents. Ces r coeiriciens, qui ini- 
pliqueroDt les r inconnues a, doivent etre egales s^parexneut h zero, J?» lui 
meme dcvant etre = 0. Dodc requatiou R^ = (302r)9 qui aura necessai» 
rement lieu^ suffira toujours ä determiner les valeurs des r coefiioiens in« 
Gonnus de "^^w. Et apres avoir encore donn^ ä ces coefBciens leurs va* 
leurs, partout au ils se trouvent dans Z, on aura aussi le quotient '^'^'^^Z. 

IV« II ii*y a meme pas ä craindre que parmi les r ^quations d^ 
termmautes , que fouruit r^quation '^-^ÄssO, il s'en frouve d" identijues. 
Car si cela ^toit^ il seroit impossible de trouver completement i^; et^^ oe 
qui n'est pas^ la d^composition (5.) ^tant teujours possible. 

¥• Ayant trouv^ z^;^ et -Z^, il ii'y a qu'ä ecrire Z a la place de 
[/ et i r^p^ter sur Z l'op^ration quon vient de faire sur 1/ (6.), On 
aura^ en vertu de (301 Or 

et 

305. '-'R^ == 0. 

L'^quation (305.) donuera, comme ci-dessus, les valeurs des r coelBciens 

inconnus de w^y et en substituant oes valeurs des coefBciens dans Z^ on 

aura aussi le quotient ""^"^Z. 

VL En continuant cette op^ration^ on trouvera sueoessivement les 

numerateurs iv^y tu^y w^y • • • • w^ de toutes les fractions partielles qui 

prec^dent la derniere, et enfin aussi^ en meme tems, le num^rateur ^^Zy 

de la derniere fraction partielle (8.) ce uum^rateur ^tant le quotient de 

la derniere division h fairew- 

VII. Puisque la forme des difF^ents numerateurs tv est toujours 
la mfime, savoir celle (303.), tous les produits iv^Ny w^Ny w^Ny ••, r 
auront aussi toujours la meme forme, et cette remarque offre un moyen 
d'abr^ger encore le calcuL En efFet, les^ resultats* de la division de la 
partie w^ N par y dans l'expression g^ndrale des ibrmules (301 .^ 304.) 

306. Z,,^, — w^ N^ Z^y + Ä^ 
^tant toujours les mSmes-, il> n^eat pas n^cessaire de diviser toujours de 
nouveau les quantites Z^_^ — w^TSy mais seulementia partie Z^_, de ces 
quantit^, et une seule division de w^. Ny une fois pour toutes, suffit« Les 
calouls seront simplifi^ par tör 
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YUIf Supposanf: 

307. Z^^, = P^^, y + ^*ir^.i et 

308. i^^^iVr= Gyi-'-'H, 

on aura 

309. Z^«,~ z^^ i>r = (P^ — G)y + ^K^^ ^'H, 

JL'^uatioQ 

310. ^*ir^..— '-*i5r = 0, ou Wen "^K^, r= »^«Ä, 

donnera las coeffioiens iaoonnua de w^, et apr^s l'^uation 

31h Pu.,— ö = Z^, 
donnera Z^» JLes parlies G et H dans ces equations seront toujours 
les mdmes* 

IX. Volci le tableau des ^quationa n caicuier. Supposant 
312. '^'w 'N^ *^G ^y+ ^*//, ou "^'w = ^. ar'-^+Ä^ Jrr-*+«3 ä:^"^, ...•+ «r, 

313, < '-^*Z. = '^^'-^P, .^y +'"*^«, 



les eqiiations 

314. '-'K^ = '••«; '^^T. = '^*H, »^-'ir^ = -^/f, .... -^»Ä^^ = '^K, 
dooneront successiTeraent les eoefficieus inconaus de w^y w^^ w^^ • • • « w^^ 
et ies equations 

315, Z, = '^-'^P||— ^*G, Z. = "-^'^'P.—*-'G, Z5='^''-^*P.— *-^G, .,• 

,.. Z^= -^P—'-'G, 
douueront guccessivement Z^ Z», , , » . Z^* 

X. Si "^x est du degre 1, c^est-a^^dire si r es 1 s toutes les quantites 
u;, Hy K^y K^f JT.i f •• , ÜT^^ sont de degre 0, ou iDdepeudantea de x. 
Done les ^quations (314.) donnent imm^diatement lo^^ w^y u^n •••• w^ 
saus aucun proc^^e d'eümioation, Mais si r^\y le caicul des coeiBciem 
inconnus de iv^y w^y w^y « • • . w^ exige r^liminatioD entre r ^quations de 
prämier d^r^« Cette (Elimination ne sera pas gen^ralement trop fat^ante^ 
le degre r de yf et par suite le nombre des incomiues et des equations^ 
n'etant pas ordinairement bien fort. D'ailleurs oette ^imination, au moina 
dans le cas ou r n'est pas uu trop graud nombre ^ pourra s'exeouter sui- 
rast les formules gen^rales connues. 

XI. C!omme la huitieme m^thode de depomposition des fractioni 
algebriques rationnelles que nous renons de präsenter n'eiLige paa dea 
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traniiformationB des polynomes donn^s eii x eo d'autres en y^ et r^ipro« 
quement, ni le caloul du multiplioateur M propre h r^duire la fractton 

7^ iila forme q*^»(i > cette m^thode sera ordlnairement plus prompte et 

plus exp^itlve que les autres et par cons^quent pr^fiiSrabie. Et comme 
enoore I'idee (bndamentale r^resentee par T^uation (301.)) sur laquelle 
e]Ie est basee, est tres simple et facile ä retenir, la meme m^hode parait 
aussi etre par pr^ference recoDimendable aux elemens. 

32. 
AppUquons la d'abord i notre premier exemple (59.). 

L Id o>n a 

316. {&:=«, ys^ar — 2, 
et si l'on divise w.*N (58.) et "U (56.) par y^ on troure 

317. a;.*^■=«(x*— 4x»— 6«*+39ar— 39)(ar— 2) + 3«, 

318. "^Ä (jc*— 7jr*4-16jr»— 10jr»-|-3x— 15)(jr— 2) + 5, 

donc (312. et 313.) 

319. H^3», A; = 5 

et suiTant (314.) j= 3«, donc 

320. « ss: J£», — $ 

et suivant (315.) en substituant la valeur trouvee de et dans (312.), 

Z, = «*— 7jr*+16x^— 10r*+3a?— 15— |(jp*— 4a7»--6x'-i-39x— 39), 
321 . Zj =s i (3 X*— 26 j?*+ 68 x'— 185 x + 1 50). 

II. £n divisaut de nouveau Z, par y on a 

322. 2x = ^ ((3x* — 20x' + 28 X» -H 56 X — 74) (x — 2) + 2), 

donc (312., 313., 314.) 

J?sss3a, AT.sssf et 

323. « = K», = I 
et suivant (313.) 

Z, = |(3x*— 20x'+28x^+56x— 74.)— |(x*— 4x'— 6x»+39x-39), 
324. Z, = f (7x*— 52x'+96x'+00x— 1 44). 

III. En divisant Z. par jr on a 

325. Z, = J((7x»— 38a'+20x + 130)(x~2) + tl6), 

dono (312. — 14.) 

H—3k, ^ — ^i* et 

326. « s= ii>, = Vt* 
et suivant (313.) 
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Z, =s i (7*» - 38 r*+20 *+ 130) — Vt* (**— 4**— 6«'+ 39* —39), 
327. Z, = + tV (—1 16x*4- 4«5x*+ 582«=— 4464*+ 4l34)u 
lY. Es diTisant Z, par ^r od a 
328. 2; = ,V ((— 1 16x'H-'253x» + 1088x— 2248)(jc -2) + 338), 
doao (312.— 14.) 

'tf=:3«, Jr,=s»y et 

et suiTant (313.) 

Z. = ,V (— 1 I6x'+ 253at*+ 1 08&r— 2288)— i»; (»♦-4x'-6*»4-39*-39), 
330. Z*=Vt(— 3383r*+HXU^+27ö7a'— 991&r+6318). 

T. Divbant enfin Z» par ^ od a 
331. Z, = »V ((— 338 X + 328jc»+ 3443«— 3032)(«— 2) + 254)^ 
aonc (314. — 14.) 

332. S=rtff,s*|f 

«I suhant (313.) 

Zj = y»T(-^3a«»+32ar'+3443*--3032)— UK**-4j»'-€*»+39lsr-39), 
333. Z, = TiyC~2Mx*+2^*+250&r'+423*+8lO). 

YI. Les r^hats (32t>., 323., 326., 329., 332. et 333.) etant cub- 
ttitues dans- (S-)t on a 



***• (* — -•••>*— 6*« + 2x' + olx* — lirx+81) 

5 j 2 , 116 , 338 :„ 

■^ 3 X — 2/ "'* 9.x— 2)* "*" 2Tfx— 2/ "*" Sli^x— 2.» "*" 243rx— 2> 

, — Z54x*4.2j*-4-2j08x*+423x-f.8tQ 
■*' 243 , X* — 6x« +2x' + 51 x'— 117»+ 8i; » 

eomme U a ete troore (85.). 

33. 

ApfUfjaoa» aussi b haitieme methode de decompoHtioii aa rmmi 
cxoaaple (63.). 

I. lo oo a 

335. tt=«,x4-«,. r = «»— 2x + 5, 
33«. wAV=«,x» + C3*.4-».V + C4«. + 3<x*+4«,*»— 2«,«» 

— ^3«,-i-2«Jx — 3«, 

al s roa diTwe w-'X (336.) et *U (60.) pw jr = x*— 2*+5 oaliVOT« 
(312. eft 13.) 
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G ~«.jr«+(5«.+«,V+(9«.+5«>'+ (9«,— 7«.>— (61«,+7«,), 
337 )^'^= — (90«,+41«,)jr + 305«. + 32a,, 

•P= 17**— lUar*+ 124jr»— .161*'— 408x'--45x + 7, 
;-'/;= — 183 JP+ 96, 

donc Ol» a en vertu du r^<|uat!on '"»// =s '^'JT» (314.)) 

338.. — (90«. + 61 a,)x + 305«. + 32«. = — 183jp + 96, 
donc 

^qo 1 90«, + 61«, = 183, 
^^^' J305«. + 32«, == 96, 

et de la on tire «•=:3 — yf«.» «» = 3 — Vi«»» donc 

340. «» == et «, = 3 
et par suite 

34 L w, SS 3. 

En mettant (340.) dans *-'G (337.) on «rouTe 

342. —ö^sis 3 jc^ + 15 j:' + 27ar — 21, 
donc suivant (315. , 337. et 342.) 

343- Z, = 17«^— 111jc* + 124»*— 164a:»— 423«»— 72af + 2& 

II. En divisant Zi (343.) par^-sssx* — 2x + 5 on trouve (313.) 

^ i— '-'P. = 17x*— 77«' — 115x'— 9ar+l34, 
j — jf, «= + -241 X — 642, 

donc r^quation '^'1', = '^'H (314.) donne en vertu de (344. et 337.) 

345. — (90 «. 4- 61 «.) JT 4- 305 a, + 32«, = 241 jp — 642, 
et l'equation (345.) donne 

^1« J 90«. + 61a. = -241, 
(305«. + 32«, =s — 642. 

De U on tire (90.32— 61.305)«, = — (32.241 — 61.642) c'est-u-dire 
— 15725 «, = 31450, donc 

347. «. = — 2 

et substituant dans (346.) —180 + 61«« = — 241, done 

348. «. = — 1 

et par suite 

349. w^ =s — 2a? — 1. 

En mettant les valeurs de «, et «, dans *~'G (337.) on trouve 
350. -'G = — 2x*— 11 «»— 23x»+ 5ar + 129, 
donc suivant (315., 344. et 350.) 

351. Z, = 19jc«— 66*»— 92*«— 14* + 5. 

Crelte't Joaraat d. M. Bd. X. Hft. I. II 
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352. I 



DL Eb diTuaot Z| (351.) par y = jr^ — 2x + 5 oa troave 

-^*P^=5 19jr^— 28jp — 243, 
'^•jr, = — 360jr + 1220^ 
donc Pecjuetioii '^'iT.— '^'H (314.) donee, en vertu de (337. et 352«), 

333. — (9O«. + 6l«0jP + 3O5(»^ + 32a. = —360* + 1220 
et requation (333.) doone 

354 ( ^«. + 61«.= 3€0> 
1305 «^ + 32«. = 1 220. 

De lä on tire a, s=4 — §1«, et a» = 4 — ^^t, donc 

355. a» = 0, «^=4- 
et par suite 

356. lüj = -|- 4** 

En mettant les valeurs de «^ et 9^ dans *^^G (337.) oa trouve 
357. — G = 4x* + 20j^+ 36x'— 28x — 244> 
done sohrant (315., 352. et 357.) 

358. Z,= — 4rr»— 20x^— 17jr*+l. 

lY. Les resaltats (341., 349., 356, et 358.) etant aubstitues dana 

(8.) on a 
^g l/3c'--t45j^+431x* — 964x'-f 534x^—34 ar' — 1943x* — 422 jr+13i 

(x*— 2jp+5)*^x* + aa:*+4x*— 2x — 3) 

_ 3 2y + l 4x 4x^+20x'4-17x*— 1 

(ä*— 2»+5;' («*— 2x+6/"^x*— 2x+5 x*+3x*+4x* — 2x— 3 ' 

Ceat ie developpement complet de ia fraction propos^ (03.) en fradioiia 

partielles» 

34- 
Nous termineroos iei Ie präsent memoire pour ne pas trop Ie groasir, 
Nous laisserons a Tarenir les nombreuses applications dans Panaijse qui 
pourront encore etre faitea des resultats de la diecompositon des fraetions et 
des calciils et traosformations qui s*j presentenL La premiere applicafion 
des resultats qui se presentera sera celle k rintegration des diS^renlielles 
ratioonelles mab fracHonnaires, oui il j aura encore plusieors dieses a dire, 
Mais les calculs et les transformations y dont on a fait usage id, pour- 
ront encore etre utiles en d*autres parties de Tänalyse, par ex. dana la 
theorie du plus grand common diriseur, dans oelle de felimination eto, 
D se pourra memo qu*elles soient utiles dans la theorie des nombres, en inei- 
tant des polyncfmes a la pbees des nombres eniiers. La ddooBBpoaitHm 
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d'un polyneme dans la somme d*un produit d'un diviseur donnd et da 
quotient^ ot d un reste qui s'est pr^ent^ dans le coiirs dos calculs pr^ 
cedents a une analogie complete arec cette d^omposition des nombres 
entiers laquelle doane naissauce aux congriiences } mem^ requatloB (192«) 
par ex« qui s'est pr^sent^e ci-dessiis dans la recherche du multiplica-- 
teur propre k transformer une fraction donn^e en une autre dont le d^ 
nominateur est de la forme Qy + ^^t y ^tant un polynome donn^ et ^"0 
indepeadant de Xj cst^ quant k la forme^ toute semblable k une congruence 
de Premier degrS en nombres entiers, et mßme la resolutiom de cette 
^quatioo par developpement en fraction continue a une analogie compl^te 
avec Celles des congruences du premier degr^ en nombres entiers« II se 
ponrrait bien que plusieurs autres analogies encore se presentassent, en ope« 
rant sur les polynomes comme on le fait siur les nombres entiers« Lea 
polynomes qui n'ont pas des diviseurs communs prendroient la place des 
nombres premiers rSlatif^; les poljnomes du premier degr^ celle des 
nombres premiers absolus etc^ Nous laissons tout cela k raventr, en r^- 
Gommandant ces observations k Tattention des g^om^tres« 
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84 S. Pliioker, zur Theorie der Curven. 

5. 

Über solche Puncte, die bei Curven einer höhern 
Ordnung als der zweiten den Brennpuncten der 

Kegelschnitte entsprechen* 

( Von itm Herrn Professor Pl'ucker eu Berlin. ) 

1« i3o unbeholfen auf der einen Seite dfe Einfuhning der Brennpuncte 

in die Theorie der Kegelschnitte ist und immer bleiben wurd, wenn man 

dieselben durch Glefchungen zwischen gewöhnlicher Punct-Coordinaten 

darstellt^ so natürlich geht auf der andern Seite die Definition jener Puncto 

aus der Darstellung der Kegelschnitte durch Gleichungen zwischen den 

neuen Linien -* Coordinaten hervor. Die Beantwortung der Frage ,, welche 

einfachere Formen kann die allgemeine Gleichnng des zweiten Grades 

zwischen diesen Coordinaten durch bloise Yerlegimg des Anlangspunctes 

annehmen^" enthalt die Discussion der yerschiedenen Falle, welche jene 

Gleichung umfafst, und giebt zugleich die Definition und die Bestimmung 

der Brennpuncte *)• Die Definition , welche auf diesem Wege uns ent«» 

gegentritt« knüpft sich an ein paradox scheinendes analytisches Factum au, 

dafs nemlich^ wenn. 

tang(p = ±/'— 1, 
man immer bat: 

tang((p+^//) = ±/'-1, 

welchen reellen oder imaginären Bogen '4> auch darstellen mag«. Denn es ist : 

tang((p + v(/) — i_taog9?langV; " 1 + lang V/lT.«! " ± ^— ^- 

Nun sind die Brennpuncte eines Kegelschnittes solche Puncte, welche 
die Eigenschaft haben ,. dals wenn man die Richtung der beiden, durch 
einen solchen Puuct gehenden Tangenten des Kegelschnittes bestimmt,^ 
man für die trigonometrischen Tangenten der Winkel, welche diese Tan« 
genten mit der ersten Axo,. und folglich mit jeder beliebigen geraden Jaw 
nie, bilden +/* — 1 erhalt- Auf gewisse Weise kann man also sagen, 
„dafs jede durch den Brennpunct gehende (imaginäre) gerade Linie eine 
Tangente des Kegelschnittes ist«'' 

*) AnaL geora. Entwicklungen. Zweiter Band. II. \. L 
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2. Die in dem Vorstehendea aufgestellte Defibition der Brenn- 
punote scheint mir die einzig allgemeine* zu sein. Um das Imaginäre in 
der Aussage derselben zu rermeiden^ können wir dieselbe auf mehrfache 
Weise geometrisch umschreiben *)• Wir wollen hier dieselbe Definition 
auf beliebige algebraische Curven ausdehnen« 

Derjenige Punct in der Ebene irgend einer gegebenen 
algebraischen Curre^ welcher die Eigenschaft hat^ dafs zwei 
durch denselben gehende Tangenten der Curve mit einer 
beliebigen geraden Linie Winkel bilden, deren beide trigo- 
metrischen Tangenten ±'/*— ^1 sind^ heifst ein Brennpunct 
der Gurvci 

3. Wir \f ollen irgend eine solche Curve betrachten, an welche 
sich, Ton einem gegebenen Puncto aus, im Allgemeinen, n Tangenten legen 
lassen. Diese Curve können wir alsdann durch die allgemeine Gleichung 
des n}^"^ Grades zwfschen den Linien - Coordinaten w und v darstellen. 
(w und V beziehen sich bekanntlich auf irgend eine beliebige Tangente 
der Curve, ( — w) bedeutet das Segment^ das diese Tangente von der 
aweiten Coordinaten- Axe abschneidet, ( — v) die trigonometrische Tan- 
gente des Winkels, welchen sie mit der ersten Axe bildet). Diese Glei- 
ehung sei,, indem wir rechtwinklige Coordinaten * Axen voraussetzen und, 
der Kürze wegen, das Aggregat aller Glieder, welche w enthalten, in das 
Symbol Q, zusammenfassen, folgende: 

1. ß-f^t^'' + Bx;''-»4.Ci;'^ + Dt;"-'£i;'*-*+....-f iWv+7V = 0. 
Um den Anfangitpunct der Coordinaten in irgend einen Punct (y, x) zu 
▼erlegen, brauchen wir blofs 

w mit w — xv-^y **) 
zu vertauschen. Die resultirende Gleichung, hat alsdann dieselbe Form. 
Sie sei folgende: 

2. n'+^V+B'i;'^*4-CV-^-|-D't;^'+Fiy"-*4- • . . . +i»f 't/+ iV'= 0. 
Wenn wir in dieser Gleichung a; = setzen, so verschwindet blols 
Q!j und zur Bestimmung der Richtung der durch den neuen Anfangspunct 
der Coordinaten gehenden Tangenten der gegebenen Curve erhalten wir 
folgende Gleichung: 

*) Enlw. 2ter Band. S. 64. 
•*) Eiilw. 24er Band. S; 40. 
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Setzen wir in diese GleichuDg +^ — 1 fiir v, so erhalten wir^ wenn 
die Gleichung hefriedigt werden soll, indem wir einerseits die imaginSren^ 
andrerseits die redien Gliedw annullirent folgende beiden Bedingungen: 

4. A'^a^Ef^ . . . . = 0, 

5. B'— C'+ r= 0. 

Diese beiden Gleichungen müssen also, der De6nition der Brennpuncte ge* 
mSfii^ befriedigt werden^ wenn der neue Aniaogspunot ein Brenupunot sein 
soll. Die einzelnen Glieder in den letzten Gleichungen erhalten ihre geo« 
inetdsohe Bedeutung aus der allgemeinen Theorie der Gleiuhungea» Denn 
bezeichnen wir die n Wurzeln der Gleichung (3.) durch 

so ist behanntüch 

— gleich der Summe dieser Wurzeln, 

— gleich der Summe der Producte je zweier dieser Wurzeloi 
-— • .••---- dreier - - - 

Ar 

^ --..--- -vier - - . 

vorausgesetzt dals wir alle Wurzeln mit entgegengesetzten Zeidien nehmen. 
Für 72 = 3 reducireu sich die beiden Gleichungen (4.) und (5.) auf 

6. A^ — C — 0, 

7. J5'— Z)'=0; 
rlir /z = 4 auf; 

8. ^'-.C' + £' = 0, 

9. B' — D = 0, 

Die Gleichungen (6.) und (7.) sind identisch mit: 

10, 1 — (i;jt/2 + ^i^34-^2f3) = 0, 

11. fi 4- ^2 + t^a — t/i t;« 1^, = 0; 
und die Gleichungen (8.) und (9.) mit 

12. 1 — (t^i V;i + t^i 1^3 + 2^1 «^4+ «^2^8 + ^2«^4 + Vi t;4) + ^^^^V^V^ = 0, 

13. t^i + 1^2 Hh Vj + ^4 (^1 ^^2^3 + Vl«^2 ^4 + ^2 ^Z V^ == 0. 

Die vier letzten Gleichungen ändern sich nicht, wenn wir die Zeichen der 
verschieden markirten v alle andern. Indem wir diese v aber negativ 
nehmen 9 bezeichnen dieselben die trigonometrischen Tangenten der Win- 
kel > welche die durch den neuen Anfangspunct gehenden , die gegebene 
Curve berührenden geraden Linien mit der ersten Coordinaten-Axe bilden. 
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4« Wieno aber^ gans allgemein) 

Wif W2f W^f W^y • • • . tÖ^ 

Winkel sind, zu welchen als fpigonometrisohe Tangenten 

gehören, so ist 

1#. tang(2^i + z^,+M;3-p !/;♦+,... + w,) = ^Zc+B~ * 

B c ly s P 

wenn ^, -j, — , -jj ^^jr "• s. w. die obige Bedeutung baben. Dieae» 

Resultat ergiebt sich auf dem Wege der Induction ohne alle Mühe, und 
ist auch schon von Job. Bernoulli mitgetbeilt worden*)« 

Hiemach stellen sich die in der yorigen Nummer enthaltenen geo- 
metrischen Beziehungen sehr einfach dar^ Die Gleichungen (4.) und (5.) 
sind nemlich mit folgenden beiden gleichbedeutend: 

^1+ ^2+ ^3+ "^4+ . . 4 . -{- W/„ = — 2 ^^ 

M^ + i^; 4- ^ + ^ + •••••+" ^« == '}r''^> 
wenn m eine ganze und gerade Zahl bedeutet. Die erste dieser beiden 
Gleichungen sagt allein für sich au»j^ daCs die Summe derjenigen Winkel, 
welche die n durch den neuen Anfaagspunct der Goordinaten gehenden 
Tangenten der Curve mit der ersten Axe bilden, gleich (m-f-l) rechten 
Winkeln ist, die zweite Gleichung, für sich allein genommen, dafs dieselbe 
Summe gleich m rechten Winkeln ist. Da wir für den Winkel, den eine 
gerade Linie mit der ersten Axe bildet, einen positiven und einen nega«- 
tiven nehmen können, deren arithmetische Summe gleich tt ist, so könf 
nen wir, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun, in den letzten beiden 
Gleichungen /7t ss setzen , so dals dieselben in folgende übergehen : 

16» 1^1 + 1^^2 + ^3 + ^4 + • • • • + ^n == Og- 

5« Nun sind zuvörderst zwei Fälle zu unterscheiden,- 1^ kann n 
eine gerade und 2^ eine ungerade Zahl sein« Im ersten Falle er* 
halten wir, wenn wir die n Winkel, welche jene v durch den neuen An- 
iangspunct gehenden Tangenten mit der zweiten Coordinaten-Axe bil- 
den,, durch Ä,, ^^, a,, 5^, s, 

bezeichnen, nach einander aus den beiden vorstehenden Gleichungen 

Äi + Si+^i + d^-f ....+-&; = 5^-./l'.l^ oder =|7r, 

•^1 + 9^+^+^4+. ..•+d;, = — «.?v oder =0* 

•) Operon T. //. mcxxvii. 
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Diese beiden Gleiehuogen sidcI also keine andern als die bezüglichen 
Gleichungen (15.) und (16.), selbst wenn wir alle Winkel statt von der 
ersten Axe an, von der zweiten Axe an rechnen. Zu demselben Re- 
sultate kommen wir auch auf anderm Wege. Wenn wir z. B. die beiden 
Gleichungen (12») und (13.) durch das Product v^v^v^v^ dividiren^ so 
kommt : 

,2... l.l.i,l_[l.i+l ± + l.l + l.i + ±.i+l.ll + i=o, 

Vi Va v, 1/^4 It;, Va t;, v, ' Vx v^ ^ v, v^ t/j v^ ' v, i;4J • ' 

Vt Va V, ' Vi V^ t'4 ' U^ V, V^ Li;, V^ * Vj ' V^I 

Diese Gleichungen sind keine andern als die ursprüngUchen, wenn wir in 
diesen an die Stelle der Tangenten Gotangenten setzen. 

Wenn zweitens n eine ungerade Zahl ist^ so verwandeln sich die 
Gleichungen (1^.) und (16.) in folgende: " 

5-1 + Ä'a + "^3 + -^4 + • ^ • • + S'n = 0, 
^1 + -^i + '^a "f" ^4 + • • • • H" '^n = i^JTy 

und man sieht, dafs diese Gleichungen wiederum keine andern sind^ als 
die ursprünglichen, wenn wir die Ordinalen -Axe mit der Abscissen-Axe 
vertauschen. Aber hier stimmt die erste der neuen Gleichungen mit der 
zweiten der alten ^ und die zweite von jenen mit der ersten von diesen 
iiberein. Dasselbe finden wir bestätigt ^ wenn wir z. B« die beiden 
chuugen (10.) und (11.) durch t/ii/st^) dividiren^ wonach 

10. ö. 1 . — . — = 0. 

Vx ^2 Vj Vg Vi, t?, ' 

Lr, Vi ' Vx t», ' V» V,J 

kommt. 

Der neue Anfangspunct der Coordinaten ist durch die beiden 
chungen (4.) und (5.) bestimmt. Jede dieser Gleichungen für sich stellt| 
wenn wir die Coordinaten desselben^ y und x^ als veränderlich betraoh« 
ten^ eine Curve dar^ und jeder Durchschnitt dieser zwei Curven kann fnr 
den neuen Anfangspunct genommen werden ^ und ist also ein Brennpunct 
der ursprünglich gegebenen Curve. 

Die Gleichung (5.), die wir zuerst betrachten wollen ^ steigt ^ wo- 
von man sich leicht überzeugt , in Beziehung auf ^ und jr^ im Allgemei- 
nen ^ bis zum /z^'"' Grade. Sie ist die Gleichung des geometrischen Ortet 
für diejenigen Puncto^ durch welche solche n Tangenten der gegebenen 
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Ourre gehen, welche mit der ersten Axe Winkel bilden^ deren Summe 
gleich Null ht. Diese Curve geht also durch die Brennpuncte der gege« 
benen Curve n^ Classe. Nach den beiden ersten Nummern tbut dasselbe 
}ede andere analoge Curve rif^ Ordnung, wenn wir die erste Axe beliebig 
Sndern. Denn wenn der Anfengspunct einer der Brennpuncte der gege- 
benen Curve n^^ dasse ist, so ändert diese Curve die durch das Zusam« 
menbestefaen der Gleichungen (4.) und (5.) bestimmte Form ihrer Glei- 
chung auch dann nicht, wenn man das Axen-System beUebig um den An- 
fangspunct der Coordinaten sich drehen laist. 

Die Gleichung (4.) stellt unter den gemachten Toraussetzungen eine 
solche Curve n^' Ordnung dar, durch deren jeden Pimet solche n Tan- 
geuten der gegebenen Curve n^' Classe gehen, welche mit der ersten Axe 
/i Winkel bilden, deren Summe gleich l^ ist. Wenn n eine ungerade 
Zahl ist, so können wir dieselbe Curve dadurch bestimmen, dafs vrlr sa- 
gen, die Summe der Winkel, welche jene /i Tangenten mit der zweiten 
Axe bilden, sei gleich Null« Alsdann erhalten wir eine solche Curve, welche 
unter den früher bezeichneten Curven n^"'' Ordnung schon vorkommt« 
Wenn aber n eine gerade Zahl ist, so ist die& nicht dw Fall, und wir er- 
halten, wenn wir naeh und nach der ersten Axe alle mCglicbcn Richtun- 
gen geben, unendlich viele neue Curven n^" Ordnung, welche sich einander 
alte in den Brenupuncten der gegebenen Curve n}"^ Classe schneiden. 

7. Wenn wir zusammenfassen', erhalten wir also die nachstehen- 
den Residtate. 

L Der geometrische Ort für solchiO Puncto, welche 
die Eigenschaft haben, dafs die Summe der ^zM^inkel, welche 
die durch jeden derselben an eine gegebene Curve n^* Classe 
gelegten n Tangenten mit einer gegebenen geraden Linie 
bilden, gleich Null ist, ist eineCurve ^z^^Ordnung. Wenn wir 
nach einander der gegebenen geraden Linie alle möglichen 
Richtungen geben, so erhalten wir solcher geometrischer 
Örter unendlich viele« Alle diese örter schneiden sich, im 
Allgemeinen, in /i^Puncteo, den Brennpuneten der Curve n**' 
Classe. Durch zwei jener Örter sind diese Brennpuncte 
also völlig bestimmt. Diese Bestimmung geschieht in dem 
Vorstehenden durch die Zusammenstellung der beiden Glei- 
chungen (4.) und (5.) in demFalle, wo n eine ungeradeZahl ist. 

CreUe*« Joarnd a, H. Ba. X. HA. l. 12 
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}L Der geometriiiche Ort für Bolclie Puticte, welche 
die Eigenschaft habeni) dafs dieSumme der /2 Wiui^el^ welche 
die durch jeden derselben an eine gegebene Curve n^^' Classe 
gelegten n Tangenten mit einer gegebenen geraden Li* 
nie bilden^ gleich ^nr ist^ ist eine Curve n^""^ Ordnung. Wenn 
wir nach einander der gegebenen geraden Linie alle mög- 
lichen Richtungen geben^ so erhalten wir solcher geo- 
metrischer Orter unendlich yiele^ die aber nur dann vou 
den unter L bestimmten verschieden slnd^ wenn n eine ge- 
rade Zahl ist. Diese neuen Örter gehen alsdann ebenfalls 
darch die n^ Brennpuncte der gegebenen Curve n^^^ Classe* 
Diese ri^ Brennpuncte sind durch irgend zwei jener neuen 
Örter vollständig bestimmt^ oder auch — wie in dem Vor- 
stehenden, in dem Falle, dafs n eine gerade Zahl ist, durch 
die Zusammenstellung der Gleichungen (4.) und (5.) — durch 
einen der neuen und einen der unter I. bestimmten Örter« 

8. Eine Curve n^^' Classe hat^ im Allgemeinen, zwar n^ Brennpuncte« 
Diese Anzalil reducirt sich aber in besondern Füllen. Das Gesetz stellt 
sich hierbei sogleich heraus« Es kommt nemlich auf die Potenz an^ in 
welcher n in der Gleichung der Curve zwischen den Linien - Coordinaten 
w und V vorkommt; oder geometrisdi ausgedrückt, nach der Zahl der 
Tangenten, welche sich, parallel mit einer gegebenen geraden 
Linie an die Curve legen lassen« Giebt es solcher Tangenten^ im Allge- 
meinen, rriy so giebt es m* Brennpimcte« Eine Curve zweiter Classe, im 
Allgemeinen, hat vier Brennpuncte, eine Parabel insbesondere nur einen 
Brenupunct. Eine Curve dritter Classe hat neun, vier, oder nur einen 
Bremipimct u. s. w. 

9« Ich will als Beispiel die Curven dritter Classe nehmen und fiir 
die allgemeinste Gleiehung derselben: 

Wenn wir den Anfangspuuct in irgend einen Punct (y, x) verlegen und 
demzufolge (w — xv — y) für lu schreiben, so kommt: 

+ (3«ary*-f'2yj:y-f'ßy^ — ty — ^^r-f x)i; 
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indem wir alle mit w behafteten Glieder durch Q bezeichnen. Zur 
Bestimmung der Brennpuncte erimlteu wir hiernach folgende beiden 
Gleichungen: 

(6.a.) «•r* + 3«,ry' + ßy*— ßjKr^ + 2ya-y+(3 — 0^~'y + * — n = 0, 
(7.0.) xy' + S<tx^y^yy^+yx^+2ßxy—i:r—{i^i)y + d~h:=:0. 

Wir erhalten also im Allgemeinen neun Brennpuncte. Diese Anzahl re« 
ducirt sich auf vier, wenn 

« = 0, 
und anf eins» wenn zugleich: 

« = 0, ß = o> 7 = 0; 
wobei die gegebene Curve immer noch tou der dritten Classe bleibt. 
Bonn, im März 1832. 
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6. 

Über die Integration der Gleichung ^ « C«+ß*)r^ 

( Vom Herrn Frof. H. F. Saerk ia Hall«*} 



l^aCi diese Gleichung durch Reihen überaus leicht zu mtegriren htf weifr 
Jedermann. Nicht so bekannt schenit zu sein^ dab die uueodKchen ReU 
heuy auf wdebe mau hierbei kömmt, und deren Anzahl der des Grades n 
der gegebenen Gleichung gleich kömmt, durch bestimmte Integrale 8um>« 
mirt werden konneu, so da£i das Resultat eine Summe ron n einzelnen 
liestimmteii Integralen ist, die noch überdies in einer sehr einfiBichen Be- 
ziehung zu einander stehen. 

Setzt man nemlich «i -(* 0^ ^^ 7^^f ^o *^At man ^-^ = ^^ vjr} wenn 
daher y'"^^s=ß'' angenommen wird, so geht die gegebene Gleichung in 
JLLzssvy über, so da& man blofs die Gleichung 

zu integriren hat. Es sei nunmehr 

2, j Ä ^ 4- A^x + A^x^ + . . . . -f ^n^:^ + ^n^^ «•"+* -h etc^ 

so erhiitt man, wenn man sich der Gau falschen Function 11 bedient, 

für welche 

Ha = \ 
und 

für jeden beliebigen Werth von n vsXy zur Bestinunung der Coefßcienten 

A^ A^y » » • • die Gloichiuigen 

A, = 0, 

II(n+t) -^it^i ^^ Aj 
n(n4^j) ^n+« =S Ut • A^ y 



Wird hierin k nach einander := ^+^9^ ^^~i"^r 3/i-f-3, • » .. gesetzt, so 
ergiebt sich, da ^^r=0 ist. 
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Ferner ist, weon k<Z^9 ^i tmbesthnmt^ nnä 

5r •'*Ä«4-l4»t ~ TT — ^*n4-l4't — AAi • n — — — jtik m 

. _, FT H:l^LW-M+2.2Ä+jt4.a....(r— i)«4-fc4-i ^ 

Nun kann aber, in Folge der Gleichungeu (4«)> y in ^ ehiseloe Reihen 

6, r = Ä + Äi + Äa + .-.. + Ä4 + -^*.+Ä,.., 
Mrlegt werden, wo 

Ä Ä -^ + -^.+, a?^+' + ^..-et ^^-^ + etc. , 



ist, in welchen die CoefHcienten jeder einzelnes Reihe durck die Glefobaograi 
(5.) mit einander verbunden aind» Betrachten wir zu dena Ende die allge^ 

meine Reilie Bij so ist diese, wenn 2« anzeigt, dafs dem r alie mSglichen 
ganzen positiren Werthe beigelegti und die Resultate addirt werden sollen : 

£• ist aber 

wenn Kurze lialber ^^ ss Pn gesetzt wird« Wird nun die Function (p 
durch die Gleichung bestimmt 

■ 4>(si— t) ' 

80 bat man auch 

yC/w — 1)' 
folglich 

(p(7;i + r; = (/7r+r)(p(/«+r-*-fJ^ 

Die Function ^ leistet also der Gleiohnng (2*) Genüge« so dals 

(p(/2)=r Bn,, 



Ö4 6. Sckerk, IstitgruHon dtr Gleichung g-'^ =a(« +/5jr)j'. 

WO B eine von n unabbKngige Constante IbL Nun aber ist bekanntlich 
(siehe z. B. G a u f s : Disfuisitioncs fenerales circa seriem infinitam eto, 
J. 28.): 

yreim n eine beliebige positive Zahl ist. Da dies in unserm Falle ftir 
iTi-fr =^ « Ti +^ immer Statt findet, so haben wir 

^(w + r— -1) = J5/'V+'^»e~''öii. 

Setzt man also hierin rs=0^ so hat diese Annahme auf die Constante 
keinen Einflufs, und folglich erhält man aus (9*): 

/7i.w-|-l.m-j-2,.. •!?! +r — 1 «^^^15 f 

4>der« >venn für /ii sein Werth - ; , restifuirt wird: 

A + l./i+A + Q (r— l)«-f-* + r 

wenn, KürÄe halber, (/2 + l)« = 2;, und x "■*"* ^ "+* = Z gesetzt wird. 
Wird dieses Resultat in (70 substituirt, so hat man 

r Ti J f Zsl'^k 

10 Ä^ ^ ili_t J^ ^rit4Hr 

tu» *i;t — ^o fi • /i.« »^^ 

« Tri— -■ / ^^^ TT + n ^Ti + eM. 

Für die in den Klammern stehende unendliche Reihe läfst sich aber sehr 
leicht ein geschlossener Ausdruck angeben. Denn nennt man sie S ^ so 
hat uiau 

JZhTi = TT + n + Tf + ^*^- ~ ^^^ 

das Integral dieser Gleichung ist aber, wie bekannt: 

WO t = V^^, und 1, f, f% • • • • f" die /t + 1 Wurzeln der Einheit anzei- 
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gen. Zur Bestimmung der n -{-1 Comtanten C, Ct , , , , , C„ bemerke man, 
(lafs für 07 = 0: 

Differentürt man also die Gleichung (II.) n mal nach eioander, und setzt 
nadi jeder Differentiation x = 0, so hat man 

c+ C.+ c;4.....4- c,=:0, 

C + fC7, +f«C7, + .... + j'C^rrz 0, 



Wird nun CssD /-*,- f^C^z=iD, t~*s f ** C, r= D, r^, .... angenommen, 
werden dann die n — k letzten von den obigen Gleichungen zuerst ge- 
schrieben, und liifst man ihnen die ^ + 1 ersten derselben folgen, so neh> 
men sie, da ^**ssst ist, folgende Gestalt an: 

D+ D,+ D. + ....+ D, = 1, 

D-hfD, +f A + . . . . + r A = 0. 

Diesen Gleichimgen leisten aber offenbar die Wertbe 

D = A =s Z), = ,... = jD, = -J- 

Geuuge; demnach ist 

Wird also für die Reihe in (10.) ihr Werth S aus (II,) gesetzt, und den 
Constanten die so eben gefundenen Werthe beigelegt , so bat man 



B» = 



(/2+1)/ ZÖ«-'* L ? ? ? J 



Hierbei ist Zäx Vn+.;^^H+i ,,nj r+*=s;r, folglich 



$' 



und (lemnacby wenn die Gonstante 



»^ ^ = ^^-^rf 



gesetzt wird: 

12. i?, = j5,^,^r=?-.a/[«"+^ + ^+,.,.+^rJ. 

Hieraus folgt 

wo 
folgUoli 






und daher ut 






woraus endlioli 

-/•'-^^' h + '^-.^ + »v-S^ + •••; + »- F^J 

folgte io welcbem Ausdruoice B^ ff^ ^ • • » • B«^ die n wIllkBr licfaeti C<m« 
staaten der Integration sind« Aus ^' können natürlich die imaginSren 
Quantitäten sehr leicht herausgetohaffi werden, und man findet , wenn 

, . =^Z£; gesetzt wird, leicht ior ein ungerades n: 

%//=== a*'+e-'*+2e''*^-co»(2/^+/x8inw;)+2^'*^*'^oos(4w;+te«i^^ 

• • . +2e''"* (^^ " cos [(/i -i) w + txm (^) w] , 
hingegen für ein gerades n: 



6^ Scherk, Integration äer GUushung ^^ =: (a + /9x)7 &7 

Den Fall, wo 72 = 2, hat Lionville in Gergonne's Annalen, Novbr« 
1830^ nach einer, mit der hier angewandten im Wesentlichen übereinstim-* 
menden Methode behandelt. Für /z ss 1 bat mau 

oder, wenn tssu/' — 1 gesetzt wu*d. 

Nun hat aber La place gezeigt {Theorie analyt. des prob. pag. 96. ff.), 






^**"' öe/cosxw =-77 — /*7r; folglich ist, wenn o* = .p-| ange- 
nommen wird, j = ß ^(^^"J^) • ^^^ = C^ c*""*, wie sich durch die directe In- 
tegration der Gleichung -y"^ == -K-y ergiebt. In der That hat auch La- 
place seinen eben angeführten Satz ohne Einmischung der imaginären 
Quantitäten vermittelst der Gleichung y^s^ßjpj bewiesen« 
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7. 

Nachrichten von Büchern. 



X/an» CA qo^OD Ta lire >• \ats estajer de donnar qd aper^ d^un oaTrage, donl j^ai 
coD^a la prämiere tdee dans tes moineos de lolsir donl je jouissoia Viti dernier (1832)« 
Mon inientioD fut d^abord de le faire paraitra daoa les preiniers mois de 1833, aiais 
i'ai do 7 renoncer, en me soumeÜaDt, pour le mutnecrt, a aoe necassite imperieuse» 
qai ne me permet pas de donner le floi a mon trayail. J'espere cepeodaot que la 
publication oe aera pa« ratardee trop looglema. 

Newton, par aon Eourneration des Kgnes do troisieme ordre, a faiC un pas 
immense dans la scIence des courbes, en reunissant soqs un meme poini de nie un 
grand nombre de courbes, qui alFeclent des forraes (res diiFerentes. Euler en sWcu- 
panl de la m^me matiere dans aon Iniroduction reproche a rEnuraeration de New- 
toUf que le nombre des especes ponrroit a Tolont^ ^re augmente. Aossi a-t-on 
ajoute aus 73 especes de Newton quelques autrea« Mais EuTer en regardant exciu- 
AiTament les branches inftnies^ ehide la dif&culle sans Taborder. Les especes de New- 
ton se rangent raturelleinent dans les genres, en moins grand uouibre d^Euler; le 
merite de cet tllustre geora^tre est d^avotr expuse une theorie generale et tres elegante 
des branches in£nies. Le premier but que je me propose^ et ce qu'on n*a pas tente 
jusqo'icii c'est de traiter les courbes du troisi^me ordre de maniere que le caractere 
de chaqoe espece particuliire se presenie aussi nettement, que cela a lieu par rap- 
port an« seclions coniques« Je vais iodiquer la marcbe que je suis pour y parvenir. 
A l'^quation generale du troisieme degr^ entre les deux Tariables r et ac Ton 
peul donner la forme suivante : 

1# py^' + f** = 0, 
en d^fignant par p^ 9, r et 5 des fonctiona lineaires de la forme {y-^-ax'-i'b) et par 
fs nn coeflicient constant. Deux des trois premi^res de ces fonctions lineaires peu* 
rent etre imagioairas, mais leur prodult est tonjours reel. II ti*y a qu'nn seul cas 
d'exception ; dans ce cas il faot substituer an prodoif, qr par exeinple, noe expression 
de la forma: {q* — ¥r). Je prendrai donc requation (1.) pour requadon gt^nerale des 
courbes da troisieme ordre. 

Les qnatre ^quations soiTantes 

p = 0, 9 .= 9' r s= 0, 1 s5 0, 
repr^entent qnatre Ugoes droiteSi qni ^videmment ont un rapport intime avec la courbe 
represent^e par T^quation (I*). En effet, cette ^quation-fi est satisfaite si Ton pose 
simoltanement: 

p SS et # SS 0, 
9 =e et a s= 0, 
r = et « 5= 0, 
ce qni fait voir que les trois premieres lignes droites, que je d^signerai par PP^ QQ 
et RR, ne rencontrent la courbe chacune qu'en tin aeul point (les deux autres points 
d^ntersection ^tact sito^s a Tinfini) qui se troute sur la quatrieme ligne droite, que 
je nommerai SS» Ainsi la forme de TeqDation (L) renferme le tbeoreme connup 
qn'une courbe du troisieme ordre est coupee par ses trois asympfotes en trois points 
eitues en ligne droite. 

En partant de f^qualion (L) les axes de» f et des jt, qui ^tant choisis arbitrai* 
remeot, apportent dans requation de la courbe des reiaiions tout a fait etrangeres \i sa 
natnrei sont remplac^s par les quatre lignes droites PP, QQ, RR et 55. Ces droites 
^tant donnees^ pour d^terminer completeinent la courbe, il sufft de connoitre le coef- 
ficieot ^, ou, ce qui revient au m^me, un point quelconqne de la courbe* Les diffe«> 
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reoles especes cles conrbes Au troisiemo ordre depeociront ffinsi, d^une pari de la po« 
titioB r^ciproque des qunlfe droites en (|tiesU'oo et d*nutre part de U posiiiun d*uii 
point quelcootjue de la coorba par rapport a cet droites« Toutefois en suivant la 



8iarch€ ainai iodiquee, Ton rencontre des difficuUes , inhärentes a la natura de la 




da d^tnoDstration, appliquea ti on cas tout parliciilier. 

A re(|uatio£i generale (I.) des courbes du troisieme ordre l'on pout dünner la 

fopmatuivanlei g, p(^r + if) + (/*5— icpj = 0. 

an desigösnt par u une quantile constanCa 4Qelconi]ue. Tour salisfaire u celle equa- 

tion Ton u^a ciu^a poser simulianuiuent 

3- gr+ X = 0, 

4. ^S Kp 5=B 0, 

La praodiere de cjes deux equations, x restant indclerinin^Y represenle one hrperbole 

Juelconque ayant deux asjinptoles de la courbe o construire, savoir les droiles QQ et 
m, pour les siennes« LY*qualion (4) est celle d'iine ligne droite passant pnr le point 
d^ntersedion da la troisieme asymptote PP et de la drolta 55. Les deux intarsee- 
tioDS da rette ligne droile (4.) et da Tbyperbole (3.) appartiennent egalement a la courbe 
repr^enlca par Tequalion (I). Doiic 1 une de ces intersections ^tant doonee, Paulre 
a'obtiaut iminediatement parle tbeoretae generalement conno, que les deux intersections 
d'ttoa Ugna droita quelconque avec una hyperbola sont a egales distances ^9 ses intar- 
saclions aTae las asyinptotes de la courbe. Da la resulte un trace des courbes du 
Iroisiama ordre par points, extreinemenl farile et pour ainsl dira le meine que ceiui 
d*uoe hyperbole dont un point et las asymptotes sont donnees. Bn effet, ^olent PP, 
00 et RR las trois asymptotes da la rourba a construire, coopees par eÜe dans les 
Irois points p» q at r^ situes eü ligoa droita, et soit de plus M un point da la coQrl>a 
^calemeut doone. Menons p M renconlrant 00 ^1 ^R tresp. en ^ et J3 et prenuns 
•ur cette droite M'B^s^M. M* sera alots nn nouve;iu point da la cnurha a con- 
struire. Eo combinnnt les trois asymptotes da maniere diff^rente, l'on obtieudra tant 

trois points diffirens de maniere qoe cha^ 



da points de la courbe que Ton voudra. 
En g^D^ral Ton peut determiner 




Qommi centre da la courbe. Una courbe du troisieme ordre a dooc en general trois 
eantras. Les trois asymptotes et Tun de ses ceotras etant dnnn^ l^on obtient de toite 
et liacairement ses iutersections avec les trois asymptotes Si la coQrbe a un point 
double (v^rilable point double ou point conjuge}, ce point est Tun da ses trois cantrea; si 
olle a un point de rebroussement, deux de aes centres coincident arec ce noint singulier. 

Donc, en recapitulaut , pour diatinguer les diff^rentea especes aes courbes du 
Croisi^ma ordre, Ton considerera d'abord la position des trois asymptotes (PP^ OQt ^^) 
ou ce qui reyient au meme, la natnre des branchas infinies, et ensuitei soit la position 
de la droite 55 1 soit celle des trois centres« Alors il ne restera plus, que d^avoir 
^sard il la poaition d^uo seul point de la courbe. Ces derniires considerations indique- 
root en general truis courbes, ayant chacune on point double; comme courbes limites 
entre des courbes da formes differentes.^ 

Da r^quation (h) on peut d^duire, en op^rant de la m^me maniere, comnia 
je Pai fait plus haut, d^autres constructions non moins simples. Ces dtTerses construc- 
tions avec de? modifiralions, qui se preieotent dMle.-^ mcmes, sont ^/^alement applica- 
bles au ca% ou deux des itoia asymptotes darieDBent iioaginaires ou s'etoignrnt al^nfiui 
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Ko6n l'on peut douncr & requalion geuerale dti iroisleine ordre d'autres for- 
ma» ausfti simplss c|ue celle de r^quatiou (1.). J^en cilerai les de.ux auiyaoles 

5. pqr + fis^ = 0| 

6. pjy' + A**' = ®' 

De cai equfttioDS deriveof imm^diateineiit iioe foule de propri^t^s curleuses de^ cour- 




H y a en gifnJral quatre tanßentes ä une courbe du iroisiime ordre paralleles u 
Titne de ses asymptoßes , de maniire qUon ohtient douze tangentes paralliles aux trois 
asympiotes» Les douze points de conlact sur ces tangentes sont situJsj trois ä trois, 
sur seize droites, dorit quatre passent par chaque point. 

(Ine courbe du troisieme ordre a trois points dinfleaion siiu^s en ligne droiie* 

Ce deruier theoreme est coddu ; le premier peut (filre geovralis/^, en substitaaot 
ausL atyinploles des toogentes. 

IVetat octiiel de in science exige qu'a rote de l'enum^ralion des courbes du 
troisieme ordre eoit placke celle des courbes de la ineme classe. Dans celte partie 
de TnoD travail je ine trouve sur un terrain touf-a-fait nouTeau. J^ai adopte avec 
«mpn^ssement la nouvelle Classification des courbes d'apres le nombre des tangentes 
ifsiies d'uu mdme point. En exprimant les courbes d une classe quelconque par des 
(n|ua(inos, je leur ai donne, pour ainsi dire, uoe existence analytique et independante 
d'aulres courbee. Leur thcorie analylique est absolument la m&me que celle des cour« 
bes du menie ordre. Mais Tinterpr^tation g^ouietrique des expressions analrtiques 
aynni chnngee, des con&iderntions nouvelles sont exig^es. Anssi ai-je reje(t6 renum^« 
ration des courbes de la troisieme classe, qui d'apres te principe de reciprocile (dualite) 
repondroit u celle que j\ii expos^e ptas haut. Je Tai remplac^e par une autrei relative 
u la position des trois points de rebroussement d'une teile courbe et du poiut d*inter- 
aection commune des trois tangentes en ces poinis; je Tai foDcIce, en d'autres termes 
nou sur une equAliou de la forme (I.) mais de la forme (6.), 

Ce n^est qu'aprcs aroir tirc de Tanalyse, tant qu^il etoil dans mon pouvoir, tons 
les rcsultatSf relatifs aux courbes du troisieme ordre et de la troisieme classe et re- 
niarquables par leur simplidtef queiquefois inattendue, que je m^eleve u la discussion 
generale des courbes algobriques. Je la passe sous sitence ici en me reserrant de 
präsenter daus ce Journal une Serie de r^sultals goneraux. 

Toutes les reclierches dont il a et^ qnestion jusqu'icii rentrent, au fond, dana 
les methodes expos^es dans les deux Tolumes de mes „Developpemeus/* quel perfec- 
iionoement d'ailleurs qu*aient obtenu ces metbodes. Mais ces memes recherches m^oot 
sii£geru des idees^ qui roe fönt regarder la geometrie analjiique sous une face nou- 
velle« Je n'en dirai rien ici^ la bienvaillance de Tediteur accordera quelques pages 
du cabier prochain a une analyse rapide de cette partie de mon txatail , a laquelle je 
rattache ie plus d*interdt. C*est eile, qui m'a permis de mettre u la täte de TouTrage 
a publier: ^^ Systeme de g^forn^ftrie analytiquej*- 

Berlin an mois de Janvier 1833* m«* i. 

t^lucker« 

Druckfehler im 4. Hefte des 9. Baodes. 

Seite 41 i. Zeile 13. statt ,, einer durch den Durdischnitt jener** lies tider durcb die 

Berübrungspuncte auf jeutn*' 

"— — > — 25. st«itt .,eiu und Jenseiben verbindet ** lies ,, den Durcb- 

schnittspunct der Tangenten in jenen beiden ersten Winkelpuncten 
des eingeschriebenen Sechsecks** 
Die angeführten |« allbekannten Sätre** sind die vom umichriel>encn und ein- 
geschriebenen Viereck, welche die obige Berichtigung sogleich nüt Mch bringen 
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8. 

De transforniatione et determinatione integralium 

duplicium commentatio tertia^}. 

(Auct. Dr. C. G. J. Jacobi, prof. inathem. Regioni.) 



De Substitution e. 

m cos q> 
' ^(mmcos*q> + nnsui^q>cod*tp'{'Ppsm^%lJ^ ' 

^ nsiiKjrcost/; 

Sin »? cos ^ ~— //" 9 , • 9 « , . o • 9 . N * 

' y{mmcoA ff -{- nn sin (p cos tp -\- pp &iu if&mtpj 

Sin77Sintr = — 77 ;— :— j— z; j— "1 r-5 r-, — r— • 

' Y(jntnco& yj-^-n n sni (p CO» %p-\-pp sin fpsm ^ßJ 



1. 

Exprcssio generalis elementi superficiei sphaericae. 

Ponamus, x, y, s designare coordinatas orthogonales pu^cti in super- 
ficie sphaerae posili, cuius cenlrum inilium coordinatarum et culus radius =1, 
unde xx + yt/ + !S!6 = l. Sit porro dS elementuin superficiei sphaeriae, notum 
est^ dS per binas e variabilibus x^ y^ 2» exprimi hunc in modum: 

-o _ dydz dzdx _ dxdy 

1 . [ si ve : 

,0 dydz dzdx dxdy 
x z z 

Idem elementum, posito 

X = cos ^, y = sin i? cos &y a = sin 1/ sin &, 
notum est fieri 

2. rfS = sm tjdrid». 
Ut expressionem generalem elementi superficiei sphaericae obtineamus^ 
supponamus, dalis variabilium 9^ V' tribus functionibus quibuslibet u, 0, w, 
fieri coordinatas puncti in sphaera posili: 

*) Commentationes primam et secundam videas vol. II. pag. 234, vol. VIII. 
pag. 1^53, 321. 

Crelle'8 Journal d. M. Bd. X. Hft. 2. 14 
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ll^MM i rr I irir) * "' i i^i/ii |- rr \- wir) * v^(mm -f rt? -j- irir) ' 

nr (|iincrnmiis« quomoilo dS por vnrinliilos y, «/' cxprimatur. 

Ao primnm obsorvo. o iioln Ihoorin transrormalionis iiitegralium du- 
plioiiim rormiiintii ^i.^ stalim su|)|)0(li(are: 

. o. ( tfiJ dZ' dtl f/5 1 , , 

Id f dif du* «/•/ J ' 
.., r dZ' dx dZ' dxl , j 

V'-^^ i -j 1 - -j \md\!\ 

Li/f/ d\** dW d'f J ' 

, ., \ d.r du d.r du 1 j j 

i-d^f dK" dl i/f^J ' 

TrÜMi? illis formuli< ro^p. por .r. #/. 3 mulliplicalis el addilis. provenil: 

Siibftiliiamnti in hac fornula \oco .r. 1/. 5 fraoüonos 

« 

.r , fj - — — , 5 -•- —■■ i 

i ' t t 



oxpro55io ar. oox'ram arqualioni* oa sirculari faucet proprietate. quod post 
5«h5tiUMionom faotam «:iiTiTcr.;ialia pariialia iii-nomina:c»rif / in ra dod in- 
^onianlur; sivo £onora;iJor ori; : 



x 



üi fiz /,! 61 1 J r.z i/'^r .;5 w*.r 1 r.:,r .:j i^ .*r? -j 



• /i'f /."ir 



i fUt fn* 



• • • 



Ya ('Türe 



.r - - - f. 



/i'2 



ff 
ftcf 

ftz 



1 , rir /ifo 1 



r - —IT -- 



r ; L r; a 



(Uf aa 






1 r rU, 

— fr tf 

1*1* i r/^ r/(y-» 






fvf>rr«crr.l,hn* ?orrriirj]> ir. • ciDClis Oi.ihuf »oqi3ß:jor.it»uf TDüI::p:!C»tJ5 resp 



r»fT 






1 //f.' f/ f/; 



fij 



1 ffi. 
d; 



9^ d: 
T; UV 



dt 1 ffr r ff: 

(tV t CM ii (fV 



Ol f>{?fii?»rinr hC'in. rormin. oMair. ir. öucl. evanosniin: . «nor iornniir 4 



8. C. G, J. Jacobi, de tramformai. ei deierminai. integr. dupL comment IIL 103 
CoUalis (3.)) (4), ac posito 

iara videmus, siquidem staluamns: 

COSr/=-77 i , r, SinwC0SLA = -7; ; -, Sin/?C0S^=77 i i r, 

designanübns ?/, v^ w tres fnnctiones quaslibel tariabilium (p, i/', /ieri elementum 

super ßciei sphaericae: 

5. rfS = sin 7/ dl] dd^ = 

I rdc dir de dw'\ , rdw du dw dnl Fdu de du dv'\\ , , 
^ ld(f 7hp 7hp dffJ ~^ Idq) dCp '^ lip 7iffJ L dff dxp dtp d(f\^ ^ ^ 

\uu -}- fjp + ^r?r]^ 

Quac est expressio quaesita. 

De substitutione 

mcoao) . f. wsirK/'COstS' . . ^ p sing) Bin iS" 

cos?? = — TTT-- •» sm ?/ cos f> = ,-,5 , sin 77 sin uA = ^^ — 75 

Formulae generalis (5.) faciamus applicalionem ad casum simplicissimum, quo: 

u = m cos (py V = nsincp cos i/', w = p sin 9 sin i/^. 



sive 



POST? *^ * 

« . . g^ w sin f/^ COS!/; 

O. { sin Ti cos t/ — 77 « ; : « jT"; — . — : ö : TTn" 9 

] ' V (1/1//1 C08 7' + »7* Sin 9) cos V' ~|- p/? sm y siii «^; 

. ^. ü «in ff sin i/; 

Sin 1] sm cA =^ —TZ ,- : ^-^-i~- — i-- 



V(jnm cos' y + 7rf/* sin ' <y) cos' xp + W =*'" ' T s"^' V) 

Quo casu facile patel, formulam (5.) in hanc abire: 

m . / jn mup9\nq>dttd\p 

II I" 9 1 • O ■> • 



\jnm voH^ff + w/isin'y cos' V; + pp.^iu' ff sin' *//]' 

Ad quam eliam pervenilur, adhibcndo subsliluliones alteram post alteram: 
cosri ~ -7i —: 5 — ; r-j— T 5— T- , lang 0^ = ' =-^ , 

quae cum anlecedcntibus conveniunl, alque facile suppeditant: 

m np sin y dtf difj np sin ?; rfi? c/i// 

g J [w//icos'7) + w/«8in'ycos'V'4-ppr>in'(/-sin'«/;]^ " 7iwcüs'i/; + ppsin'V' ' 

np<\\\7idrid\p ^ 
-j- , . -j— = Sin7] dt] dir. 

Quae iuiictae formulam (7.) suggerunt. 

Exprimamus vicissim cos^^ sincf cosi/^ 8in(ps\mp per cosi;^ sini^cosd-^ 

sin 7} sin u>. Sit brevilatis causa: 

14» 
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R = wm cos^ 9> + fii» sin* f/. cos'' V'+Ppsin^^sin^ V', 
e formulis (6.;: 

mcosrp . f. ns^incpcofiu; , . ^ p sin Qp Billig 

cosi? =- — 7ß" ' sinijcosiT = ^- — ^, sini^sinuA =^' — -^ 

Posito rursus brevilatis causa: 

-, cos'iy sin'jycoß'ö* sin 'i; sin' ö* 

m7/i n/i pp ^ 

sequitur 

9. HP = 1, 
undc : 

..^ 009 17 . sin w CO?!?' . . siniysiniS' 

10. COS fp =- — TTT , Sin o) cos w = -Tii — * sin f/' sin w = 775 — 

Fonnulac anleccdcntes intcgralibus per subslilutionem propositain transfomiandis 
cominode inserviunt. 

3. 

Per subslilutionem propositam integrale duplex 

V ?\w (f dff(Uf) 



ff-, 



\^(nim cos*f/> -\- nn siii'^ (p cos* ip + pp sin" ff sin* tp) ' 

f« ^f/o U est funcHo ralionalis par quantUatnm cos(f, sin y cos v, sin (/sin«/', 
semper Irans formal fir in aliud , in quo elementum forma rationali gaudet 
Facile eniin palet, funclionem U etiam per cos?;, sin?/C0Si9^, sini;sint*> ex- 
pressam fore rationalem pareni; unde integrale, in quod proposilum trans- 
format ur, 

I />/> UsiuTj dfjdd' 

mnp I I cos'^»; 8in*i?t!Oh''i5^ sin'i^sin'ö* 
mm nn pp 

dictam formam habet. 

Quod atlinel ad limites, sequilur e formulis supra exhibitis: 

m . ^ wtanprt// 

cos?/ - -77- —.— -5 1 . a ^ r-T 9 t«nff iT = - — ^^-^, 

' ^[tnm-\- {nn coi^ tp -\-pp &\nxp)iiingq j ^ » « ' 

et angulos ?y, y^, et angulos &, yj simul crescere inde a usque ad -y • 
Quolies igilur integrale propositum extenditur ad octantem sphacrae, sive a 
7).--0, ^' = usque ad r/) = -^, y/ = — , etiam integrale Iransformatum ad 

octantem sphaerae exlendi debet, sive a ?; = 0, \9=0 usque ad iy=-^. 






Hinc sequitur, quolies U functio ralionalis inlegra ipsamm cos' 9:, 
sin'ycos^y^, sih^ (p sin^ ^;, inlegrale duplex 
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SS 



Uf^mfpdrpdifß 



2/1+1 9 
7t ft 

extensfitn a (p = 0^ v/ = asque ad V ~ -ö" ^ V' = "«r ^ seniper aut per inte- 
gralia elliptiea exprimi posse, qnae ad speeiem primam et secimdam perlinent^ 
aut adeo algebraice. Integrale enim proposituni constat e lerminis 

2a 2/? ^ß 1y 2y 

COS r/i . sin 7) cos %p . sin (f sin xp . sin (f d(f dt/j 



JS 



[fnm cos'Vf 4" wwsin*rf cos* y; 4-/^psin^ff sin*(/;] 

qui per subslitulionem noslram in sequentes Iransformanlur : 



-•lt. 



^ 2/? 2/? 2y 2y 

COS f] . sin 1; cosi i?" . sin jy sin i?" . sin t] dt] dö" 



i Pfl ^ 

L mm 



cos 1? 81 n/; cos" CT sin ?? sin tr V 
mm UH ~^ pp J 

Quae inlegralia inier limiles assignalos siimta, quolies n "> « +/^ + y + ^? 

algebraica fieri, facile patet; eo enim casu functio integranda inlegra evadit. 

Quolies vero a + ß+y+i ;> n^ inlegralione prima secuudum t> facta, ad in- 

tegralia ducimur, quae ad speeiem primam et secundam inlegralium ellipticorum 

revocari posse, constat. 

Ex bis eliam facile sequitur, quoties R praeter quadrata ipsarum cos(f', 

sinf/"/cosvA siny'sini/'' eliam producta binar um coutineat^ atque U designet 

functionem earum quamlibet rationalem integram^ integrale duplex 

Umiqfdq^* dii/ 



SS 



R ^ 



ad totam sphaeram extensum, site algebraice sive per integralia elliptiea ex- 
primi. Nam per Iransformalionem coordinatarum integrale Iransformalur in 
aliud formae: 

lJi\i\fpdq>d\{f 



SS 



2ii-H 1 

[//«//icüs'qp-f nn9\\\*q> co8*i//4"i^Ps'"*y*»'^^'V.l ^ 



quod et ipsum ad totam sphaeram extendilur; unde e numeratore U reiici 
possunt tormini omnes, qui non e quadralis ipsarum cos(/^ smipcosxff^ sinc^siny^ 
conflantur, quippe qui, inter limiles assignalos inlegralione facta, terminos 
evanescentes procreant. Quibus igilur lerminis reiectis, integrale formam 
supra assignalam induil. 

4. 

Per consideraliones antecendentes facile demonslratur theorema a Ol. 
Cauchy olim propositum (Joum. de tEc. Polyt. cah. XIX. sur tintegration 
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di'M ctpinlionH llttrairrs aux dijferences partielles et ä coefßciens constans 
Pf/. r)2!).); viilulicol, inlegrale duplex 

/•/• I rtiosr/' I humtpronifi j rsiiw/'sin i/; "j nmxfjdq>dip 

lul totnm splinorani cxlonsum, fieri 

iiihIo posito 

/ F\x)dx -- xt/j'xx\ 

oril inlo(>;ralo propositiim: 

v(ABCy " 
{)\\oA u( (loinoiistromiis. sit 

inteji:rale propoi^itiim piT suhsliUUionem noslrani in hoc Iransformatiir. 

■ - I Hk' -^ + )Sin/;rf/.(/i'>. 

miip./^f \ m u p ^ * ' 

{)\ioi\^ Uli 111. Poisfisou prinium observavit. per Iransrormationeni coordiiia- 
tarum faoilo in hoc ahil: 

- ' /yrri'(-"'^+-''''-4-^).cos(r'|sin./''rf.AV.r. 

/«///!.'.' Lf \nim INI pp y ' J ' ' 

quocl iuloiiralum imle a />' — () usque ad //'=.- 2.i formaai induiL qualem Cl. 
l'auohy proposui[. 

Vir eiiivüius ad lormulam assijrnalani pervenil per applicationes satis 
delicalas theortMualis oeleherrimi. quod a condilore Fourrier nomen Iraxit. 
llaec iioslra uielhodus fi^iiasso mairis direola vidobilur: quae adeo Iransfor- 
mationes ^uppodilat indetiuitas. 

5. 

Opo jiuhslitu'ionis a nohis proposiUu^ facile oliaai succedit areae el- 

lipsoidao doternunalio. quam priniis molhodis louiro aliis dedil ill. Legendre 

in appliCiitio:iilu:s fnnctlounm cUipticarnm ad tjcomctriam. quae in Exercitiis 

calciili iNii'i;ruiis <ivo in TraciaiH dt' ß'NClioNibiis cllipiicis .\o\. I.) leguotur. 

Sit oniui 

tum XX 'NNiifi r /»/»55 l 

aeuualiv> ellip5oiiiiU\ de>iÄ:nantibus • — . - <emia\os; ubi pouitur 
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CO89? _ sin f/> COR t/; siii(/''8inV/ 

""»!'•'"" n ' ~" n ' 

quod fieri posse patel et nolum est facile demonstralur^ areae elementum fore 

1 o o 

— ]'{mm COS" (p + nn siir (f> cos^ ip +pp sin* (p sin^ v) sin y rf^) rfi//. 

Jrc rip 1/ 

Quod ex iis, quae supra diximus, per angulos //^ 0^ expressum formam induit 
rationalem, alque bis integratum sine negolio per integralia elliplica exprimitur. 
Sunt autem cosrj, s\nficos&, siniismi}, qtiamm ope elementum areae ellipsoidae 
rationaliter exprimitur, ipsi cosinus angulorum, qnos linea normalis in puncto 
superßciei ellipsoidae cum axibtis eins formal, Quippe quos cosinus, ex ele- 
menlis geomotricis notum est, fieri: 

mmx tnix ppx 

yQn*xx-^n*yy'{-p*zz) ' y'(//**^J? + ''*i/y + P**^) ' y^(m*xx-\'n*ytf-{-p*M) ' 

sive per angulos (f, w expressos: 

m cos rp 

. : ^ :^^ cos /} 

y(tnm voa^fp -f- «nsin* y cos" tp -{-pp sin'* <f sin'* i/j) *' 

nsinrrcost/; . ^ 

— 77 5—1 r-ä n 1 r-j ■ a ^ = Sin W COS t^, 

y(/w//ico8 y + /msni ff co8"i/; + /jj[;sin ysiu 1//) ' ' 



pAnffüinyj 



-j, -.— a .- = sin7;siniL>, 



-^(ttun cos'' (p + nn sin* (p cos' tp-\-pp sin' 9 sin' ifi) 

quod demonstrandum erat. 

Antecedenlia paucis exemplis illustremus; in quibus, nisi aliud di- 
serte adiicitur, supponimus, integralia ad oclantem sphaerae extendi, sive 



n 



a ^5 = 0, i/' = ad (p = -^, if = -ö-, ideoque etiam a ij = 0, u^ = ad 



n 



^="0-9 ^ = -0" 



=//- 



Exemplum I. 

Bin rpdffdUf 



|/(mi/»cos'ff> + «»sin''<]pcoa*V' + PPäin'fjpsin't/;)' 

6. 
Abhibita substitutione proposita, e (7.) transformatur A in sequentem 



expressionem simplicissimam 



A 



-ff- 



»inijdrjdd' 



mup 

ideoque integrationibus inter limites assignatos transactis, fit 

A = ^ 

2mnp 
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Quem valorem Gl. Cauchy 1. c. deduxil e formula snpra citata (§. 4.), 
runclioncm praeGxo F denolatam ponendo conslanti aequalem. Idem iam prius 
invcnit ill. Lagrange {Mem, detAcad. de Berlin a. 1792. p. 261.), massam 
ellipsoidue quaerens. 

E X e m p 1 u m II. 

P r r fi\n q>drpdip 

JJ VCfmn cos* w ^- nn si n ' » cos* w 



^(jnm cos*^ -j- nn sin' ff cos* ^f + PP ^^^^ V »i«' V) 

7. 

Dedimus §. 2. Tormulas : 



unde 



»m(pd(fd\p 1 »wiidrjdO' 



Hinc prodil 

B - 



^11 mnp P 

8111 7j dr] d& 



\up i i cos'i; 



mup f I voA'f] sin*y;coa*^ siii'iy sin'* 



mm nn pp 

Altera inlegratione secundum i^> transnctn. statim fit : 



."7 

2' 



P n /^2 siwrjdt] 

"" 2mnp I // oos'iy j^in^N //cos*/; sin**; \ 

" r ^ W/W w/« / f \ wi/t pp ^ 
Quod integrale ut in formam usilatam integralium elliplicorum redigatur. 
distinguamus inter quantilatcs m, n, p^ ac slaluamus tn^n^p. Quod pro 
arbitrio facere licet. Nam integrale duplex proposilum valorem non mutal« 
quanlilales m, n^ p, vel quod idem est, quantilates cosf/^, sinycosi/', sinysini/' 
inier se permutando. Quod in valore invento ipsius B facile demonstratur. 

Posito enim aut — tang/;, aul — tangi; loco tang^/, unde limites non mulanlur. 

transformationes easdem oblines. ac si aul n aut p cum m commutentur. 
Generaliter autem. quolies integrale duplex 

/ //'\cos if^ sin (f cos </•, sin (f sin eO sin q d(f dw 

ad oclantem sphaerae extenditur, in funclione Fquanlitates illas cos^^ siny cos^, 
sine/ sin i/' quolibet modo inter se permulare liceU valore inlegralis eodem 
mnnente. 

Ponamus: 

i I ^/ A'0^^>; sin^y; \ _ oosir //cosV; sin*>/ ^ __ y (I — xSin*if*) _ J(to) 
r ^ mm PP ^ ~~ p * f ^ w* nn ^ ^ n "" w " 
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quod licety siquidem constans «x statuitur 

XX = , undo etiam x'x' = 1 — xx = "--. 

mm — pp' mm — pp 

Habetur simul: 

- o ^ *5" ^^ • j — ^n CO» 7ü d 10 

' y[fnm'^ppy ' ' Y{mm — pp) 

Uiide 

1^ 1 sint] dl] d& ^^ — Ti p cos w dwd& 

mnp * cos' y; , sin* 7/ cos' t^ , sin'iysin'^ "*" v(^im--pp) [ppz/*(/c) cos^^S'+zi/i cos' ii; sin^t?"] 
mm . nn pp 

Quoties ij=0, fit co8m;=5-^, quoties ij = — , fit cosi^sl, 7^s=0; 

uude limites respectu anguli w eFunt arc cos -^ et 0. 
His adnotatis, inveuitur 

"^ 2V"(7Mm — pp)J o ^W Jii^o V"(mmcos*u;4"'*'»Mn*«; — pp)* 

sive e notatione ab ilL Legendre adbibita: 

^ ■" 2V^(/wm— pp)> 

sknüdeiii cosm; = -^, x = V(^^^^^ — ^j. 

-■ m ' ^ N7/17/1 — pp/ 

8. 

Expresäiones ipsius B per iutegrßlia simpUciay qiias antecedeutibus 
dedimus, quatnvis, quod fieri debet, valorem non mutant^ ipsis m^ n^ p 
iutcr sc perinutatis^ forma tarnen symmetrica respectu harum quantitatum 
uoii gaudcüt, Cuiusmodi formam habet exprcssio, quam e valore ipsius 
A supra invento deducere licet per considerationes sequcntes« 

Ponatur in exemplo L min-^-x^ nn'\'Xy pp'\'X loco ipsarum 
m m^ fiiiy pp^ unde iuvenitur: 

. /y> siny dq> difß 



JJ(^ 



fx+ m m cos* q>'\-nn sin' (p cos' ^'{'pp sin' fp sin' V)^ 

<^>uod multiplicatum per idxy et integratum a j?s=0 usque ad orssoc, 
suggerit 

'^*/ o *A/ (''* "^ cos* <p 4" n n sin* (f cos' ip + p p sin* qp sin' i//)^ 

Jam yero, facta mutatione indicata^ fit ex exemplo L: 

A-^ ^ * 

~ 2 •V"[(x+mm)(ar + nn)(a7+pp)]' 
CrcUc's Journal d. M. Bd. X. HO. 2. 15 
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Unde babemm 

15^ ß _ ff t'mffdrfdfP 

A/V m m cos* ff'^'nn s'n* ff cos* Vi'PP **o* <|» si«* ^) 

Hinc simul^ ubi in ralore ipsii» B trarurcMniatoi 

jj _ I /y2 ünndrsd& 

"^ ninp I j CO*' 1;/ j^ sin' 1^ ros' & ^^ sin* ij sio' & 

mm nn pp 

111 

ponimus — , — , — loco ot, /2, /i, atqiie (p, ^^ loco i;, 3 sGribinuiSy pixhKtr 

m /V] % \t\ff>dtfd^!f a f^ dx 

* JJ mmcoh*(p']^nn%\u*ffcoh^t}>'j^pp%m^(fMi\*iU AJo Vl.(l+ifiJiix^(l+/inx)(l+fJpJf;]* 



a . 7t 



integralibus duplicibus scmpor a (p = 0, ^/^ = usqiie ad $ = -^^ \^ = — 

extensis. Utraque satis etegaiM est formula. Alterum integrale etiam sie 

exhibere licet: 

n^ r^ dx^ 

Cetenim e (15.) valorem supra uiveiitiim 

jg nF(wy'A ) ct^ /*"' djo 

statun deducis^ posito 

Li-T- =r QOtans, W^ 

mm — pp ^ 

E X e ni p I n m IIT. 

Dctorminatio arcae eTlipsoidap» 
C SS /T|r(w;w eo8'(P + /2/2 8iD*(p€OÄ'\// +/;/)8ia'(p8m*v//).SHivprf<prf 

9. 
Ponamus^ coordinatas orthogonales x^ y^ z punctt in superficie po- 
siti datas esse per dtias Tariabües (p, -^^ notum est, generaliter areae su- 
perficiei elementum dS per cp, 4^ exprimi hiine in modum: 

cos q? 81 n <p ros V; ^ _ sin y sin y; 

m ^ -^ n ' p- ^ 

unde 

wwi :r j: -|r /2/1 j^j^ + ;>/? «ä ==^ ly 
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superficies erit ellipsoiday ouius semiaxes — ^ — , — ; atque elementum 
areae superficiei fit e formula generali: 

rfiS= l/l^^ff I ""V co»> j. sin'y sin' i^ \ ^.^ (p j(p jx — y(-R)»i«»yrfg'«itfr 
' V/i ^ p m iti n f mnp 

Quod^ ut aream integram ellipsoidae aS obtioeas^ integrari debet a (p = 0^ 
^=0 usque ad (psTr, ^ = 29r; unde 

in 11/; 

E formulis nostris 
prodit: 

linde e §• 5. videmuS) desig^nantibus oos)]^ sin)] cos d, sioqsind cosinus 
anguloruniy quos linea normalis in puncto ellipsoidae cum axibus for- 
ma t, fore elementum areae ellipsoidae: 

,« Sinti dfjd& Sinti dfid& 

^ 3 ,/<*<>«*»? I sin* 17 cos* i9- , sin*^siD**\* m^n^p^PP* 

'^ \ mm * nn pp / 

Ipsius C expressionem transformatam eruimus: 

~ mnpJJ PP 

Ubi k>co angull r\ angulum w introducimus, fit e §. 7. (11.), (13.): 



'\r\m'm. — pp)JJ\^ppb?io C06*i8'+ /in cos* lüsin*!?-]'* 

Integratione facta a •& = usque ad .& = -^ ^ habetur : 

^ n P^ wwco8^i<;-|"ppA*u; dw 

"^ 4V"(7nm — pp)Jo cos* w^^w *Ati; 

**^ 4 "/"(mm—/;/;)! ^o IS} w^^^J . coi'u;Au;J* 

Ad reductiOneiD ulteriorem pbserro, dJI£ferentiatione &ota facile prdliari 
formulas : 

/»inwco8w\ 

dv3 ^ Am» 

\ COS u; / 



^i^i 



15* 
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/ cosu; A m;\ 
\ sin w / 



"^ +A-Ai^. 



dw Biü^w^w Hw 

E prima et secunda fit: 



y^^ dw ^ S(w) XX sJDigcosTi; 



/ 



o 



x'x' x'x'* Au; * 



c^M' TP/ \ E{w) 1 8inu;Aur 

cos u; Au; ^ '^ x'x' x'x' cosu; ^ 



ideoque: 

In qua formula est e (7.) 

ü A n mm — nn / / nn — pp 

m ' m ' mm — ^p^ mm — pp^ 

unde expressio inventa ipsius C in sequentem contrahitur: 

C = -f^ [8in^ k; £(«;) + cos' o; F(m;)] +52i^. 

111 

Hinc area integra ellipsoidae^ cuius semiaxes — , — y — y fit; 

n ,y f SJD* 7V B (w) + COS^ W ^{w) . 1^1 

"~ L np sin i«; "^ m ml * 

De substitutionibus 

cos (p = sin A Ä (Ä^, X')i cos )j = sin / A (/^, x^, 

sin<p cosv^ = cos/i cosA', sin 9) cosd = cos/ cos/', 

sin^ sinv^ = sin//' ^(//^ Ä), sin)} sind = sin/ /^(/^ x). 

10. 
Determinatio antecedens areae ellipsoidae cum ea convenit, quam 
olim iil« Legendre per duas methodos diversas invenit^ quarum altera 
per erolutionem in seriem prooedit; altera methodus, qua vir illustris usus 
est^ et ipsa transformationi Tariabilium innititur» Quam eo magis memo- 
rabilem esse duco, quod elementum areae^ per variabiles novas expres- 
sum^ in duas partes discerpituri quae singulae var labiles separates ha- 
bentj ita ut bis intcffratae, producta binorum integralium simplicium 
evadant. Forma autem^ qua rariabiles separatae inreniuntur^ siouti in aequa- 
tionibus differentialibus aflPectatur^ ita etiam integralibus multiplicibus lucem 
maximam a£Pundere videtur* In finem propositum diridit vir ill. aream 
in elementa infinita rectangularia^ quae interseotione miitua linearum alte- 
rius eunraturae com linein altwius fonuantor« Quae elementa exprimit 
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per duas variabiles tales^ ut alterutra oonstante, Variante altera^ elementa 
IQ eadem linea curvaturae posita obtineantur* Integratione facta pro utra- 
que variabili inter limites constante», inde area rectanguli eruitur^ quatuor 
liueis curvaturae inclusi. Quod invenitur generaliter per speciem tertiam 
integralium ellipticorum exprimi. Calculi momenta praecipua haec sunt« Sit 

XX pp(mm — wyi) ,^ mm(nffpp) 

AA — 7 — . f A A — 7 Tf 

nn{mm — pp) nn(mm — pp) 

atque ponatur: 

mx = C08^ = sinA Ä(/i', X0> 

ny = sincpcosv^ = cosA cobA^^ 

pz = siD ^ sin v// = sinÄ^ A (h, h), 
designantibus 9 ut supra, x^ y, z coordinatas puncti in superficie ellipsoi« 
dae positiy cuius aequatio 

mm XX '{' nnyy -^^ ppzz == 1, 

111 
sive cuius semiaxes — , — , — • Quibus statutis^ probatur e theoria nota 

linearum curvaturae^ quoties h' coustans^ Variante h obtineri puncta lineae 
alteriuH curvaturae; quoties h constans^ Variante h' obtineri puncta in tinea 
alterius curvaturae posita. 

In substitutione proposita et ipsi costp^ 8in^C08\^5 sinCpsinv// ex- 
primuntur per binos factores, qui alter alteram variabilem continent, et 
idem invenitur accidere de functione R per angulos h^ h' expressa. Facta 
enim Substitutionen prodit 

/"Ä == ^{mm cos*(p+ '^'^ sin"(p 0O9^*4^ + pp sin"\^) 

== — /"(/w m sin'Ä -^nn cos' fi)/{pp sin* h^-^-nn cos* A')» 

Porro obtinetur elementum superiiciei spbaericae, per A, h^ expressum 

""^^^^^ = a(,;a;A(v,ao • 

Unde videmus^ etiam hoc elementum in duas partes discerpi, quae srngu- 
lae variabiles separatas babent# 

Per aequationes omnino similes iis^ quibus oostp^ sin(pcos^^5 sintpsinv// 
ab angulis h^ h' pendent^ exprimuntur cos))i sinYicos^^^ sin)) sin «^ per an« 
gulos novos // i^ siquidem statuitur 

tang/ = ^tang^n tangi^ =s -^fangÄ'* 
Quibus positis^ habetur 
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^ V^(jnm cos* i+n/i tin^i) ir(ppcos*»'4-n«8iii*i0 ' 

n^(h,^ ) A .. X wAfV, V) ^ . .., ^/\ 

V^dnm^iuVi^/iiicos';^} ^^ * ^^ Vipp sin* b' -^-n neos" h^ = a^M » ;, 

uude 

9lt "COS W • ' K / *i i\ 

tcosi) =s — Y'R ^^ Bin i i\ (r, x') , 

ri 71610 Cp COS t// V 

«in)] cos-j =;= — r^^ — - = €08/ cos/ , 

« • A p sin (jp sin tf; • •/ a / * \ 

ucc noa« 

siqwdem moduli x, %' poniintur, ut supra, 

^ ymm-^ pp/ ^ ^ \jnm — ppj 

PosHo fiisuper^ ut siipra> coswzssJ^^ Jpgi |/"jß etiam haue formam creare 
licetj 

^' ~ V"(i— X» sin* m; siü^ i) VCl+x' x' taog* ic; sin* i') ' 

Unde elementum areae ellip&oidae ^ ^S per angulos novo» i, i' e&pressum, 
haue Cörmam iaduit; 

. n V"(fl) Sin (p d q> d\fj 

""^ mnp 

n* J< X cos* I *{■ y^ x^ cos* i ' didi 

7^ ' [1 — K*«in»ii;sin*i]*[l+x';<'tang^ u; sin* »']* * A (i, x) A (»', x') * 

Ita TidemuSy elementum areae ellipsoidae, per aogulos /, i' expressum iu 
duas partes discerpi^ in quibus singulis variabiles separatae sunt* Posito 
igitur 

y xxcos^i.di r r di^ j^,f 
[1— x*sin*M;sio*i]'A(i,af) "^ / [1 +«'ä' lang* w sin» »']• A (i', xO ~ ^ 

r d» «^ r x^x^cos*i^d»^ _ j, 

Ji\^ie sin* w sin* i]» A (i, x) "^ V[l+x'x'tang*iii sin» i'J* A(»', x') "" "^ » 

invenitur: 

Quoties pro vtraque variabili inter limites ooMtastes integramus, ^^=Af 
/ = ia et i' = i\ y i' 3=s if^ y erit aS area reotanguli in superfide elUpsoidae 
delineati, quatuor lineis curvaturae inclusi, qiiarum binae ad eandem cur- 
Taturam pertinent« Binae > quae ad alteram curraturam pertiiient^ obti* 
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nentur, quoties ia Taloribiw coordinatamim ar^ y^ z^ snpra traditis h ut 
oonstans oonsideratur, eique Talores tangA = — tang/^ f tanghss — taug /^ 
tribuuntur; binae^ quae ad alteram pertinenty obtinentur, ubi h^ ut oon« 
stans oonsideratur^ eique valores tribuuntur taDgA^= — tangi^, tangA^s 

— tang/^. Cuiusmodi rectangulum ex expressionibus antecedentibus ap« 

paret, generaliter per integralia elfiptica exprimi^ quae ad speoiem tertiam 
pertinent« Quoties octantem areae integrae quaeris, integralia extendi de« 

beut inter limites hs=zO, hssz~; A^=0, h^s^-^f ideoque etiam inter 

limites /=0 et '==2" 5 i^ = et 1':=: — ^ Qua oasu integralia elliptica 
in speciem primana et secundan^ redeunt^ imde variis reductionibus adhi- 
biti»^ ad expressionem supra toventam ddabimur» Quae apud ipsum Le- 
gend re videas» 

11. 
Caeu quo integratio ad octantem areae integrae ^Ltenditur^ reduc- 
tio expressionis inventae 



n' 



3 ^ j^lLM^^L^Mj 

in formam simpKcem^ supra aliis methodis erutam^ noa sfne fnventis prae- 
claris transigi potest^ quae ilL Legendre de tertia specie iiitegralium 
ellipticonim condidit.. Tice versa^ proprietates integralium ellipticorum sa^ 
tis reconditae per transformationem ilkim iiitegralium> duplicium^ non sine 
elegantia demoustrari possunt» 

Ita e* g* de formula inventa 

casu qua pro angulis ij» b, iy i^ inter Kmites^ et ^ integratur, statim ob- 
tines tbeofema egregiumr; ab iH» Legendre inrentum^ quod relationem 
sistit inter integralia elliptica integra speeiei primae et secundae> ^ae ad 
modulum x ejusque complementum »^ perdnent^ 

Cuius etiam demonstratumem luculentam^ e* fermula generaliori deductam^ 
dedit GL Abel (YoLIL pag.2&). 
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Tidtmas supra, tres quantitates, C08)}| sia)}co8^, sin)} sind ipsos 
«sse Cosinus angulorum^ qnos linea normalis in puncto ellipsoidae doeta, 
cum axibus format. Unde patety Anr^dif^dB esse elemeutum ^iirvaturae 
integrae areae, quam Cl. Gauss in Disg. gener. de superf. curvis appel- 
lavit. Hino ope formulae jnventae 

facile invenis curvaturam integrum rectanguli in superficie 'ellipsoidae 
guatuor lineis curVQturae inclusiv 

[F{i,, X) - F(/\, X)] [S(i;,icO-^£« , xO] 

^\r{i',.^')-F{i\,x^)\\ß{i,,^)^E{i,,x)] 

Erit autem curyatura integra rectanguli pars super/iciei sphaericaa^ abscissa 
duobus coniS| quorum aequatio 

vxxx I yy zz 

^\i,») * cos'i '^ pi^^ 

posito i = ii et / = '3 9 et duobus conts^ quorum aequatio 



x'x'xx t rv zz 






posito i'7=zi\y 1' = /',^ siquidem couorqm apices in centro spliaerae sta- 
tuuntur. Quod e valoribus^ quos cos 9), sia9)C0S<&, sin?] sind pro Umitibus 
induunt, facile demonstratur» Quotics /\ =0^ i\ =0, duae e lineis cur<- 
vaturae fiunt ipsae sectiones pHncipales ellipsoidae; quo casu^ siquidem 
/, = i, i^ =s i\ fit curvatura integra 

F(/, K) £(/-, xO + F(i^ xO JE(/; *) - ir(i, X) F(/^ xO, 
Observo adhuc^ elementum lineae curTaturae^ designante h' sive i' con* 
stantem^ esse 

jijir(ÄÄcosVi+Ä'X'cos*ÄOir(/nmsin«Ä + /i/icoß*Ä).^^ = 

nV^(xx cos» 1+ k' x' cos» i' d i 



designante h sive / constantem^ 

n V^(x X cos* I + X' x' cos* iQ di^ 

p p [1 — X» sin« u; sio» 1]* [1 + X' x' taog* m; 8i«* iO* ' ^ ^•'' *'^ * 

Utriusque lineae elementis in se ductis^ prodit^ quod fieri debet^ elemen- 
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tum Afeae» RMtifiaationem ttnMe corratime^ pafet^ a trauoendeiitibus 
Alidmis pendere» 

Cxem plum IV. 

Per mbßlitvIioMni nostram integrale propotkum opa iptonim tiy & 
huno in nodiun axprimihirt 






mm ' * nn fP 



Unde e fonnulis aaLemplo saeundo propositici aic|iiidam ibidem po< 

j» n' p 

•^ •■'■» "ST • 



2 ^jn/f'i/sin uf* 

modaio » et ampKtudiiie u^ definitis per aequationes : 



Stve eliam e (16#) obtinetur formula: 

/y^ sin y rfy q i/^^ 

Exemplum T«^ 

JJ iPVu > 

^7'a«'eos•^+4'«ll'^oo$•^^+c'ain•(piiIl•^//^- 

2i/'no*^ OMiP sia\^ 4* ^^^^'^^ ^i<^9 ^'^ 4~ ^/'^'^^^ ^10^ <^08 vp« 
Limites (p^szO^ ipzsz's^ ^t^ssO^ t^=2'7r« 

13. 

Integrale hoo exemplo propmitum multo compiicatius est quam id^ 
de quo exemplo aateoedente «gimM, eum in expressionibus ipsarum U^ 
U' praeter quadrata quantitatum oo»^, aiacpeos^^, einipfiii^ adhue binac 
in te ductae inTeniantur. üübiloninus valorem ejus eruimus^ si substitu« 

Cfellt'f JtfiirMl d. M. Bü. X. Uit 2. 1 1> 
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tiiMit, qiiibos usi sumai^ framformationem oomdiimtaruiii orthogonalimn 
bis adhibitdin jtin^imiM. SiippODimiia aiifem, fimctiODea U^ IP pro valo- 
rihvm oerte realibus angiilarum ^^ \// Talorea aemper positivos aerrare; 
qiiotiea enim U valorea etiam n^ativoa induere potest^ integrale proposi- 
ftim imagioarium fit, qiiotiea ü' etiam neg^voa indiiit ralores, integralis 
ralor io iDfinitiim abit« 

Ac ai cansiderainus rom^ rsio(pom^y rttn^aio^ tarnquam coocw 
dioatas orthogonales puncti, cujus distantia ab initio coordiaatarum ss r, per 
traosrormationem primam eocNrdinatarunij facile iDtelligitur, £ hano formand 
induere posse: 

« _ f f sinrp 'dCf/d^p' 

JJ fr y^{GG coi» y'4- G'G' sio>' cot* ^'+G'^G'' sin* y'sio^ tp'> ' 

deaignantibus rcosip", r sin (p^ eos ^^% rtin^^sin^//^ coordinatas transfbmna* 
taS| ralatas ad axes prlncipales ellipsoidae, cujus aequatio 

..111 
et CUJUS semiaxes principales "^9 ?v9 ^« ^^^ rursus erunt limitcs inte- 
gralis transformati <p'=sO et ^^== 'tt, \^' s=r et \^^ = 2 'tt. Functio autem 
2/^9 per (p\ ^' expressa, formam induit 
U' = a''cos•(p' + 6''slV(p'cos»^^' + c'^sin"^'oos*^^' + 
2rf^'sin»(p'cos\^' sin ^//' + 2 e'^ cos ip' sinip' sin v^' + 2/'' sin <p' cos^' cos^//^ 
Integrali ita transformato applicemus snbstitutionem nosti^m 

/ GcoB(p' . . cu 6' 611) od' COS t/;' . / . ft/ Ctinop'MnV' 

C0«»1 =-V^> wnV<^osa'= yrnr^^ sin)i'sma' = y^"-^* 

posito 

R SS Cßcos»(p' + G'G'sin»(p'oo8V'+ ö^' 0"8in*(p'sin»v//', 
quo facto integrale propositum induit formdm sequentem: 

P — * fOjSjLi!i!JL^ 
~ GG'G'^JJ V" * 

siquidem ponitur 

^ ~ G6 "^ 6^G^ ' C^^5^^ 
^ r^r' sinVcos^ 8in ^ , e'^ ros?;' sin >;' 8in^>^ , y»^ 8101?^ cos i?' cos t?^' ] 
+ ^ t G^G^^ 1 WG ' ^G' I* 

Ao rursus limites erunt r{ ^=^Q ^x, r{ ^=^my ^'^0 et ^' = 2ir. 

Jani seeunda rice consideremus rcosfi^, rsim^^cos-^', rsinr/sin^^ 
tarnquam coordinatas orthogonales puncti, ouiiis distantia ab initio coordi- 
natarum =^1; sint rcosv), r sin)] cos ^^ rsin^isin^ coordinatae transfor« 



8. C C.J, Ja coli, de transformai. et (htermifmf, integr, dup2. comment, III. \\Q 



y relatae ad axes principales ollip^oidae, cuius aeqnatio 

et cuius semiaxes principales siot triy n^ p. puibus statutis integrale pro* 
positum per yj^ b e:s:pr6S8uin hano formam luduere patet simplici^iinam 



, sin' ^ CO»' IT , jiin rj sin -^ 1 

T 1 1 



limitibus integralis rursus existcnfibii^ )}=:0 et Yi^^ntj ^ = et d:=^'^'K, 
Quod iD exemplo IL facile ad lutegrale eliipticuni revocatuni est« 

Rccluctio integralis propositi autecedentibtis indicata reqtifrit bioas 
transformationes coordinatarum orthogonalium^ quae singulae a resolutione 
aequationis cubioae pendent« Nam primtim ut radices aeqitatiotiis ciibicae 
inveniuntur GG, G'G', G"G",, a quibiis peodent coefficientes substitiitio« 
Dis primae adhi^itae» ideoqiie etiam qiiäntitates a'^, h^^, etc. Per quas et 
ipgas G, O', G'' deiiide exhibentur coeflicientes aequationis cubioae se- 

t l t 
cundae« cuius radices sunt — , — , — . At lactis ealcubs observatur o 

coefficieDtibus Ulis aequationis cubioae secundae quantitales G^ Q\ Q'f 
omnino abire, unde resolutioni aequationis cubicae primae i^upersederi 
potest; ita ut problenia, quod a iluabus aequationibus cubicis pendere vi«, 
deatur, re?era ab unica tan tum pendeat« Calculum paucis iudioabo, forte 
et aliis occasionibus utilrao« 

Sit substitutio prima adhibita: 

cos (p = a cos (p' -|- «' sin (p' cos ^ + uJ' sin <p' sin ^', 
sio<Doos%// = ßco8(p' + ß'8in(p'cos\^^ + ß''sin(|^'8in>//', 
8io(psin^^ = vcOT^'+y'«io^'<»s->p'+7''8in^'sin^//^ 
unde etiam vice versa: 

CQS(P^ = aC08(p + ß sin (p COS v^ 4* y ^>0 9 %\Vk^y 

ain^'cosv^^ := a'oos(p-f ß^^i'^^^^^ H" 7^ ^^'^^^i^^^ 
sin (P' sin >//^ s=s «''oos (p + ß" sin <P cos 'v^ -f- y'' sin (p sin y\j. 

Quibus aequatiofiibus in fimctioae U^ substitutis, obtiuemus 

ö" ä: c^ä« 4-Ä'ßß +c'y7 +2ii'ßy -f2^'ya +3/'«ß, ' 

V =r a^«'«'+4'ß'ß^ +0^ y'y'+2rf'ß'y' 4-2^7'«' +2/Vß% 

t'' = aVV'4-Ä'ß''ß''+cyy'+2rf'ß''y'-+2tf'y'V'+2/'«''ß'^ 

16^ 



120 8. C.G.J.Jacohifdt trans/ormat. et deUrminat, iidegr. dupl, ecmmmt, ill, 

fnter ooefficientes substitutionis propoaitae faabentur.relaiton«« no« 
tkninae, quae ua traosformatione systematis coordinatarum orlliogooaHain 
in aliud ^smodi systeaaa videot. Deiade tit sjsteiBa noTum coordinata- 
rum idam sit atque axitim principalium eiiipsoidae^ cuius aequatio r'^^ssl, 

. . 111 

siquidan q"* q^> qT. sunt ipsaa Mmiaxes principales, haberi debet aaqoatio: 

U SS GG 008* <p' -i- G'G'ÜB*^ COB*^ + G"G"mb«^ aiii*4'', 

unde prodaunt relatkmes: 

GO««+ <r'G'«'«'+ G''G"ci"m"t» «, 

CGßß+ G'Ö'ß'ß'+C''<J''ß''ß''=r *, 

, GGyy + G'G'y*y' + G"G"y"y" a= c, 

GG^y 4- G'&ß'y' + <?"ö"0V' == ''^ 
GGy»-\- G'G'Y»'-^ G"G"'/'a"asi e, 
OG«ß-f «'ö'«'ß'-f C'G"«"^"»/, 

quibus {uDgamus sequentea, quae <^x antecedenübiis fiuuiit: 

G"G"'««e+ <?"•<?*«'«'+ G*G'*<n"a," =s bt — di, 
G"G"*ßß+ ö'"G'|3'ß'H- G'G"^'ß" = 
C?"*G' yy -f C"*G' 7'y' + G'Ö'VV * 

G'*<r'"ßy-f- G"*G'ß'y'+ G*&"ß"y" aa 
G'*G"*yot + G"'G*i«.' + «'G'' 7''a'' ■ 
G'»G"'«ß + G''*G*»'ß' + G*G"»"ß" = 

G*G"G"* SS. abe — add — be0'-cff-^2def. 

Aeqnatio eINpsoiJae secundae, culus axes [^rinoipales inirastiqfaiidbe (c<opo- 
niintur, haec erat: 

a'^ h" is" ^if* it** 2/^ 

liquidem 

roMif'ssjry rünff eo%9^K»y^ rtin»^ tiad^ as^ 

Uodei si m, /z, /? denotant semiaxes prindpaiwj e tbeoria nota «xium prin« 
ci|>aUum siiperficierum aeoandi erdiniai emnt m, n, p radicea aMpiatkn 



ca- 


-*e. 


a^- 


-//, 


*/- 


-^ad, 


/rf- 


'be. 


tff- 


'Cf, 



8. C. (r. J.JaC9 bi, de trmt/ormMl. tt ietmmimat. inttgr, dufi. eommcnr. UM. 
"" —————— ß, ^.,1 g//» — "• 

IpMunim autem a''> i" etc. substitutis Tatenbiis, per relationes siipra ap- 
positas et eas quae inter ipsas «, ß, y ete. habentur^ coefficientes substi« 
tutionw per lolas quantitates a, 6, <; etc. a% b\ c' etc. exprimere licet* 
Quo &eto, aequaüo cubica mukiplicata per G* G'* C^haec evadit : 

1 a'(bc-^dd)+ bUca^ee)+ </(ab—ff)h 
^\-\-2d\ef^ad)-\'2e'ifd^be)^2/'(de^cf)S 

111. 

Cuiuf aequatkHiU radices ubi mal — -, — -, —-$ wi£wm §el3«, iBVCwri: 

' mm itn pp 

mm ÄÄ ' pp 

iDtegratMMDibiis facti» a ij = 0, d = usque ad 1) = «^, ^=2»t 

Adnoto^ commutattt iater se quantitatibus a, i, c eie. et o^ i^ c^ etc«> 
aequationem cubicaiD in aKam abire^ cuiuB radioea valore» reci^roeos nau- 
oJBOimtur« 

De substitutione 

— 8 cos y 4* ^ >?<> y coit^ ■! ■ g sip y IIP %ff 

eosti — y*jj 5 

8ini)ooad = ^ ^ -^ ^^^^ - — '^ — 2:^ 

15e 

Nethodioi^ ff\ia soiteoedeiitibiis ued sumus^ prooedebat per im trmk%* 
farmationes integraiis propoaiti; aiFeram sequentibtis methodtim BOTam et 
magis directam^ qua per rabstitutioBem umcam penreBimiis ad formaai 
Bimpticeiiiy in quam integrale E red^inius* Ei dum methodo antecedeote 
elfipsoidae binae^ quae ad axet orthogoioüiep relatae erant, ad axes prm* 
eipalea refecri debebant, hao methodo infestilgandae sunt axes f)rincipale8 
uniuM eUipsoidae, cuius datur ae^uatio ad cootdinata^ oblifuas relatdi. 



120 8» C. G. J. Jacohif de truns/ormat. tt dtterminat, inlegr, ditpl. comment. III, 

/''««'««' +A'3(3'+«f'y/+rf'(3/4.ß'y)+^'(7«'+y«}4/'(«3'+«'0). 

loter coefficiAntes substitutionu propositae haben tur. relaitones no* 
tiMmae, quae ua traosformatione systematis coordinatarum orthogooalMun 
in aliud ^smodi systema vaieot. Deiade ut sjatema noTum coordinata- 

rum idam sit atque axium principalium eiJipsoidae) cuius aequatio r*U^ssi^ 

. 111 

uquidem ^, ^, Qr. nint ipsae aemiaxes prindpales, haben deb«t aa^oados 

U ^ GG 008* <p' -i- G'&va^^ coa«^ -|- G"G"vaBf^ «ii*4'', 

unde prodaunt relatkmes: 

GO««+ <r'C'«'«'-f G"G"9,"m"mm. 9, 
GGßß+ G'G'ß'ß''^G"G"ß"ß"r= b, 

GÖ^y + G'G'Yy' + G"G"y"y" as r, 

GGßy + G'G'ß'y' + G"G"B"y' == <f, 
GGya + G'G'f»'-\- G"G"y"a"ss e, 
Otf «ß -4- G'G'a'ß'-^- G"G"0."ß" s» /, 

quibus juDgamus sequcntes, quae «s anteceiienühus fiinint: 

G"G"'««+ G"*0'«'«'+ G'O'V»" = be — äd, 
G'*6"*ßß+ö'"<?'ß'ß'H- G'Cß"ß" = ca — »e, 
G'«e' -^y +G''»G'7'y'+ G'Ö'VY' = «*— //> 
G'*G"*ßy + G"'G*ß'y'+ G*G'*ß"Y' *as ef ^ad, 
G''G'*y» + G"'G*y'x' + «'C* ^ a'' mm fd^be, 
0"Ö"'«ß + G"*G*0t'ß' 4- G*G'*»"ß" == rf# — c/, 

G'G'^G"* Ä aie — add^be0—cff'{-2def. 

Aeqnatio elHpsoiJae secundae, «uias axes priM^»alea m ir wtfgaa dae pcopo- 

niAtur, haec erat: 

siquidem 

rooaifssjr, r aio ij' oos^ «a» jr, raain'ttoy ■»*. 

tode, M m, /ly /7 dmotant aemiaxes principaiaity e tbeoria nota asuom prin- 
ci|>atiuin superficieniiD sccoadi ordioity eront m, », p ndkm M(|ualio- 

uis cubioae 
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3 ^/«" _i_ *" -i- ^" \a (V'f'—^ i'* i <f'»"-t"*" . a "h"-f"f" \ 
* "" •^V^ ■*" W^' •■ W'W'f "*' ^^ G'*G'^ *' ~6^^' *" 6'e^' / 

^lye*^ a"A"d"—Vt"t"— c"f"f'^2d" t"f" ^ ^ 
— • G* 6'» G"* """ 

Ipsarum «utem a'^ i" etc. ^ubstitiitis TaloriiMis, per relationes siipra ap- 
positas «t eoB «pme inter ipsai o» ß, y ete. habentury ooefficientes «ubeti- 
tutionis per lolas quantitates a, bt c etc. o^ b\ c' ete, exprünere licet* 
Quo fiMto, ae^piaüo cubica mukiplicata per G* G'* G'"heLee evadit : 

*^ {+ 2i/'(e/— o rf) + 2«' i/rf— **) + 2/'(rf*— c/)} 

"*■ *" |+2rf (*/-«rf) + 2e(/rf-.*e)+2/(riV-cT)i 
— a'A' c' + o' d' d' + i'«V + c'/7'— 2 rf'*7' «s 0. 

Cuiui aequatkwis radices ubi mat —-, --, — -, Tidmn« §.13., unredti: 

^ min Hupp 



/y2 •imyifi/dJ' 



mm uti jip 

iDtegratMmibiis faotis a i} = 0^ ds=:0 usque ad i}s3 9^ ^=2or, 

Adnoto, commutattt iater se quantitatibua a, by c ete« et a*j b^^ c^ etc.> 
aequationem cubicaiD in afiam abire^ cuiub radioea valore» red^roeos nau- 
oJBOimtur« 

De substitutione 

g coitp^h siA t^ cos^ •(* > *>B 9 tio t/^ 
€0S9J ÄS .2 YJj ^ 9 

15. 

Methodiis^ qua rateoedentibus usi sumus^ prooedebat per tres trans«» 
farmationes integraiis propositi ; afFeram sequentibtis methodtim BOTam et 
magis dureotam^ qua per rabstitutioiiem umcam penreBimiis ad formam 
simpÜceiii^ in quam integrale E redeginius« Ei dum methodo antecedeote 
elfipsoidae binae^ quae ad isaiea orthogoioles retatae erant, ad axes prin* 
eipalet refecri debebant, hao methodo infest^gandae sunt axes prinotpales 
uniuM ellipsoidae, cuius datur ae^uatio ad cootdinata^ oblifuas relatd. 



122 ß* C O» J" Jacoiif de iran^formaf, et delerntinat, infegr, dvpL cotnment, IIL 

Proposilum sit problema algebralcnm , per substitutiones lineares 

expressiones Linas ae^uenfes 

A z=z a XT + h yy + czz^ld yzA^le zx Ar 'li xy^ 
A' z=: a' XX ^by y ^ c' zz -J^'ld' y z ^2e' zx + '1J ' xy 

revocare ad formam simplicem ^ e qua producta binarum variahiliurn 

abierunt, ^ ^^z uu -{- vv '{- U)W^ 

u u , f' I ' , u;' u;' 



^/~ — 4..1.L4. 



mm nn pp 

Investigandae sunt coefficientes subslitutionis cdhibitaey et quanlita- 

(es ni, /2, p. 

Problema antecedens nulHs (IiOficuItatibus obnoxium est^ et faoiie 
revocatur ad problema tiotum geometricum. Ponamiis enim 

/'a^x^ x\ ^b . y =: j', yfc.z — z\ 

unde fit 

-<'= T-'-'+T >•'/+<-'»' +y7J5>-'»'+ v|^, ''-'+v^, 'V- 

Porro ftubstitiitiones adliibendae emtit: 



Smt x^f y\ z' coordlnatae obliquae puncti, quae anguios inter se efßciiuit 
X^ ft, V ; tibi Uy V, w sunt coordinatae piiocti orthogonales , eodem iiiitio 
gaudeutes^ quadratum distantiae puncti ab initio commum eoor^atarum 
exprimi potest aive per Ibrmulam A^ sive per uu^vv'^ww, unde lo- 
cum habere debet aequatio prima: 

Sint porro u, v^ w relatae ad axes priocipales eUipsoidae^ ounis aequatio^ 
ad coordinatas obliquas x'^ y'^ z' relata^ est 

^' = 1; 
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haberi debet aequatio altera 



tiu I VV i ww 



mm " nn • pp 

siquidem m^ rij p sunt aemiaxes eUipgoidae priocipales« Unde problema 
propositum convenit cum problemate geometricOj investigandi axes prin^ 
cipales ellipsoidae^ cuias aequatio ^' = 1, deugnantibus x% y'y z^ coor- 
dinatas obliyuasy fuae angulos inter se efficiunt A, /Le, v« Ciiius pro^* 
blcmatis analysis et alibi invenitur^ et a me exbibita est in hoc Diario 
ToU IL pag, 227. 

Logo citata^) demmistravi, aiqnidein aequatio elKpaoidae ait 
^x'x'+ß/y+ C z' z' ^2ay' z' -^^ 2bz' x' ^2€x'y' = J, 

esse , — , — radioes aemiatioii£8 cubicae: 

vim^ nn pp * 

(j::— ^)(x— B)(jc — C) — (ar— ^)(jro08A--a7— (ar— B)(jt?cosft — i/ 
— {x — C')(arco8y — c)* + 2(jrcosÄ — c)(xcwfi — i)(a?C08y— c) = 0. 
Hoc loco igitur in locum ipsarum 

^f JBt f^f ^f ^f c 

scribeDdum erit 

a^ b^ c^ V(bi,^ V\cq)^ VT«fr)* 

Unde si insuper restituimus ?alores: 

~'^-v4^)' ^^«/^^ir^)^ ^•^^'v^r 

aequatio cubiea, multiplicata per abCy fit: 

(ax—a')(bx—b')(cx^c')'^(^ax'--a')idx^dy^(bx'^b')(ex'-'ey 

Quae prorsuB conrenit cum ea^ ad quam §• antecedente devenimus. lia- 
dem mutationibus iactU, e formulis loco citato traditis valores coefficien- 

tium ^9 y^, y^ etc. 9 ideoque etiam ipsarum gf h, i etc. nanoisceris« 

16. 
Obserro generaliter, propoaitis aequiatiombas linearibus 

11= gx-^hy^iZf 
V i=: g^ X -}- h^ y + i*Z9 
w =s g'x + h''y + /'^t?, 

aiquidem oonsiderentur se^ y^ z ideoque etiam Uj v^ w tamquam fanctto« 

*) L. c. loco x', y, «• potitum est x, y, z% porro I., M, N loco ^i — * ~ 
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lies diianim TtriabOnm ^, V/, posifo brerHatiB esiMi 

r .--. £y -^ — £y ii 
"^ «ty ity rf^ dff^ 

M s 



li^^ iTie^ rfi(; d^^ 
dx dy dac dy 
df> d%if dfp d^^ 



fieri: 

PnÜMK «equatjooibtts mubiplieatii Mspeedre p«r i^ v, c», «t stnnmatioBe 
fiwta, r«i«ctis, qai destrwntar» tarBiinfe, profit: 

•. Id9-rf^ dy» dq!l~''ld^ dy/ dnir d^M^ Idf di>'~^dif d^if» 

poäto keritatk oran: 

Hk pTMOMBit tit km 
«t pwro 

•lOtlSina :B ;7»^ -r- -p r. 

Vbi eoeffideBtibtti gy h, i ^^ Takra eosdam at^M $« trt eocJtaite tn* 
bidmoii ertt: A ^=:i ü ^=^ uu ^vv '\^wwy 



vm m w 



mm * Jiit * pp ^ 
U mm • Hit "^ pp 

AequalioMa autan lineares mtar »^ v^ iv et x, y^ z propositee Bamt: 

wmt = -2 i--^: y^i^- ^ — ^ ^, 

m«)COS^ =: y»£j ■ ■ 'f 



n — >^c/ 
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Habetur porro e f«1.: 

\dy dz dy rf^l I \dz dx dz dx%. Tdx dy dx dyl . ^ ,^ , , 
dy.d^ c/y^dipj "^ id(p d^p d'^difii'^Ldv^^^'dq>\ ^^ • , .^^ 

ideo«pie « formula (17.}: 
unde i^tiam: 

siny rf r/? di/; 1 »i n tj dif d'& 

^~ÜWiJ >P*cos*i7 , sin»;? cos** ., sin^tjsin^'^ 

mm nn pp 

SiDgiilis -valonbas realibiis ipsarum coft(p, sinipeoBx^, «n^tini^ conveniiinl 
valores reales ik|ue unici quantitatum cos?), dintjcos^y 8ior9|sifid; ac fa« 
eile patet^ siogulk Taloribiis realibus ipsarum cosi;, sini^cesd, sin »f sin ^ 
respondere vice versa valores reales eosque iiiiicos quaDtitatum cos^, 
8in(pcos^p| sin (p sin a//. Unde hisoe tributis valoribus omhibus realibus, 
etiam illis valores omnes reales conveniunt^ necjue iidem plus semel^ sive 
integrationibus factis a .^ = 0^ <^ = usrpie ad !^r=7^ ^ss2nt, etiam a 
ij = 0, 5 = iisqtie ad i/\^=^nty S = 2 'tt intograri debet, Tel quod idem 
est 9 iutegralx proposito ad totam spbaeram extenso etiam integrale trans« 
fermatum ad totam sphaeram extendi del^. 

Restat) ut constantom P per quantitatcs datas exhibeamus^ qued 
facile fit considerationibiis geometrids sequentibus« Designantibus enhn, 
ut supra x'^ y\ z' coordiuatas oblkjuas, Uy v^ w coordinatas orthogonales. 






erunt 



v^ j S- > S^ Cosinus angulorum inter «?' et axes orthogonales. 



h h' £1 

i »•' i" 
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linde ex elemehti^ geometriae «nlyticae eonstat^ esse y>. ^ solidimi 

perallelepipedfami. conteotiim inter axes ipsirum x^f y\ z\ cuius latera asl» 
Idem probatur esse 

/"(I — oos'A— oos'ft — eos* v-f» 2cos A ootu cos v% 
Utraque expressiöae aequali posiia, et sobstitiitis ▼aloribtia 

prodit r 

Brno tandcm provenit) substituto Talore iftSu» P et infegrstime duplioe f«ctai 



V Z/**^** 9* ''9' '^ '^ 



l/fe^ 



mm HA pp 

integralibiis ad totam sphaeram excensis, ac desigoantibus mm^ nn, pp 
radices aequationis 

(ajr — Q') {bx—b") {ex— cO — (crjr— a') (rfar—rf')^— (ijc— 40 (fx—^T 
— {cx—c') ^fot:—fy^2{dx—d'){ex—eyjx^f) = 0^ 

Quae cum supra ioventis prorsus conveniunt« Quam traDsformationem 
erui videmus per sub»titutioneiii uutoain: 

cos/} — ^^j , 

SIDYJCOS'a = ■ ■'■ " ' ■ ^ji ' p 



^^ /^> i etc» rite determinatis» 

IT. 

Dediimis in exemplo IL $« & 15.. fiHrmulam 



/Ti 



"^'^A' / l^o^ V I un 12 cos V , am f|}8iii 



*"^S^ 



mm MA pjr 
«^ /""^ rf£ 

integrali dupHcT ext«mso a t]s=0^ Q: — usque ad ij^ssy^ ^ss— ^ VnäB 
mtegirali duplitf ad totam sphaeram extenso^ fit 
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mm ^^ nn ' pp ^ l\ ^ mm/\ ^ nn /\ * ppJl 

BioG patety ^uantitatem^ fuae in integnU ^implhe^uh radicali invsnU 
für, ratiOfmliter exkiberi posse, etiamsi — > — , — tantum ut radices 

IM Hl Jl Fl pp 

ae^uationis eubicae datae sinL Qnod « ad oastim anteoedentibus propo« 

t 1 l 
sitiim appficatur, dantur jjj^> ~, — ut radices aequationis 

(ax^a%ba:-'b')(cx—c')^(^aj:'-a')(dx^dy^{bx^6')(ex—e'y 

~(r;r-cO(A~/0'+2(i/x-rfO(^^~^(/^— /') = 0. 
Ufide expreisio ad laeirum identica arit aum hau 

P(,__L){,_JL)(,_J.), 

\ juw/X fr»/ \ ppr 

Foröo «— — loco X et multiplieatiöiie fiiela per «— jr^^ inde aequatiooem 
identkam nancisctmur aequeutem: 

'•('+;^)('+7;)(«+^) = 

{a^a'x)(6'^b'x)(i€ + e'x)'-ia + a'x)id+d'xy^(b + b'xXe + e'xy 

Dude habetur tarn theorema satis memorabilei quo int^rale duplex pro« 
pOHt«m E ab^qw: uUa aefUütsonis algebraicae rtsoiutione per integrak 
simpleat exprioutur. 

Theoremm» 

Ponatur 
Zf SÄ ö coB*^ + * «in'(p 008*4^ + ^ 8in*(p %\v^^ 

4* 2 </ Bin* (p cos ^^ sin v// -f- 2e cos<D sin^ sin^^«|* ^/sin^cosipoas^y 
U' SS, «'cos*(P + A'sio*<p cos*^ +• -c' sio'(p siIl*^^ 

4-^/fsin*(P eos\|/ sin^|/ -f- 2^'co8<p sinlp nn^ + 2/'sm(P cosip <)os^, 

X AT (a+«'jr)(*+A'ar)(c+c'ar)~(a+ö'x)(rf+rf'jp)^-(Ä+Al^^ 
- (c+c';r) (/+/'xr + 2 (i/+rf'ar) (i?+eir) (/+/'^), 
er// 

integrali duplici a (p = 0, ^// = extenso usque ad (p=:«9 Ajl/=:2flr. 

De theoremate antecedente Talde generali casibus speoialibus haec 

fluunt : 

17* 
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% ff9\ufpd(pdip 

*^ M ~iru — =* 

ff* d£ ^ 

.. ff Si n ^ d fpdtj) 4n 

^* JJ ~ YÜ^ "^ ^(abc—add—b^t-'cfS^2d7f'y 

QckkI ad (2.) attine^ observo geoeraliteFi commutatis inter we a, i^ c etc« 
et a\ h\ c etc^ simulque — loca x posito, binas fbrmulas 

/y' sin (f> d<pd rU _^ « Z'* ^ar 



o 



cjor 



ff^inydffjd^ ,^ c^ f ___ 

JJ uyTw ~ ^ V, TTJC 
aKeram ex altera seqiu. 

Rcgiom. L Nor. 1832. 



9. Sthmti/^^r, über diu Theorie dtP Kufeldreieckt, ]29 

9. 

Über die Theorie der Kugeldreiecke. 

fVen dem Herrn Dr. Friedrich Schm^i/ser^ Prortctor zu Frankfurt a. d. O ) 



Ute Mängel und Sohwierigkeken^ welehe die gewoholiohe Theorie der 
Dreiecke bat, iht wohl )edeiii gründlichen Kenner der M^b^matik so 
bekannt, dafa eine umirtändliiihe Brtftterung derselben hier iiberfliissig sein 
dürfter Sie sofaeinen illrei> Gmittd bauptftächlicb in der Geiwobnbeit am 
haben, wonach man aus der bekanntea Fundameotalgleicbung för 3 Seiten 
mid l Winkel» welche mir ßir Dreiecke bewiesen wird, deren Seiten 
kleiner als 90-^ siod, alle übrigen berleitefr, oder Webnelir auiirachnet« 
Dafii man dabei durch fange analytisebe Operationen, Welche oft umstand- 
Gehe Verbindtnigeii , sebr gewählte Yertausdiui^ei» zweckirnnfsiger gonib- 
metrischer Ausdrücke, und mühsame^ Rechnungen' erfordern^, zkim Ziele 
geführt wird, wobei die Anfiinger meistens gleichsam im Dunkel wandeln,* 
ist für das Studium dieses so wichtigen^ Zw^^ges der Mathematik ein sehr' 
nachthelbger Umstand, wie fest Alle bekennou, deren Beruf es mit sich 
bringt, darin^ zu untetricbten ; dazu d|e mühsame Arbeit i» so fem zu 
wenig belohnend, als die Resultate der allg.e meinen. Gültigkeit der Be* - 
weise ermangeln«' 

Wenn £ war die deichimg für enfgegenliegeude Seiten^ und 
Winkel (!•) lür die Falle, wo die Grölsen derselben awisoheti 90^ und 
tSOf^ betrageir, auch auf die gewcAnliche Weise leicht bewiesen werdem 
können, so scheint der allgemeingültige Beweis der Gleiehung för 3 Seiten 
und l Winkel (11..)^ weder auf dem gewöhnlichen Wege am gelingen,, 
Boeb aueh nach der gemebiglich nach Lag:rang.e benannten Afethode,* 
welche aber de Gua {Metrie de tAead. d^s sciienc^^ Fan 1793%) asuerst 
bekannt gemacht hat, wonach man die Tangenten^ und Seeaiiten aweier 
Seiten zu Hülfe nimmt.^ Die Versuche aber,, welche zu diesem Zwecke auf 
andere Weise gemacht worden sind, haben sich nicht den Dank er wer«* 
ben können,, welchen die Absicht und die Mühe ihrer scharfsinnigen Ut^ 
heber rerdiente,. so dab man dem gewöhnlichen^ weit einfacheren Noth^ 
behelfe den Vorzug gidl>t, wonach mau suhlielst, dafs jene Gleichung, nach 
Yerwedbsekm^^ der Zeicfaffi- ?^r den Cosinus, auoh für die Kugeldreiecke 
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geltoj deren Sehen >»90P sind« Will mtn aber audi fnr ^ PSBe^ wo 
nur 1 oder 2 Bäten >%0\ and der Winkel < oder >90P sind, dieie 
Gleidiang hinsiclitlidh flirer Form reehtfertigeot ^ tretm wieder Sdiwie- 
nglcMten ein^ weldbe 30 su bescSägen^ wie es ^ Strenge der Wissen« 
sdmft fordert, 4m gewöhnliche Verfahren theib nicht bequeme, theils nicht 
genagende Mittel darhietet* 

Die 'Gleiehung (IL) wendet man nun gewSbnüeh auf efai Sup« 
plementardreiedK an, wonn alle Seiten nnd Winkel >^^ äind^ ntti 
die Gieidhoiig für 1 Seite und 3 Winkel (HI«) au erhalten^ In iofem 
jene (n.) lir besagte FäRe nicht bewieara irt, kann fotatero (IIL) Ober- 
haupt sdbst fiir die SSHe^ wo alle Seüan und Winkel <90P nnd, nnr 
ab unbewieMne Annalnne gehen. Ob A» ErMen, wddie die E^eneehaft 
des Supplementardreiecks entdeckten ^ ab Caawoll nnd Lanaberg, 
dEesen Umstand nicht beachtet haben, oder * ob ipittere Schr i ft rt elier dorch 
Bulei^'a nnd Lagratig-ea Ansehen b e wogen wurden^ die Gleichai^ (HI.) 
anf diese Art abaoleiten, ist dmn TaiC wegen Mangel an dasn nStUgen 
Schriften jui aeinmn Orte unbdkannt; dab man aber w^en der Anndime 
dieseir Gleidinng kein Badeten trug, fat leicht daram an erklären, dab 
sie nach der iÜtern Methode durch Anwe n dung der Formeln fSr die 
rechtwinkli^on Kugeldreiecke durch die Bssttadtfieile der schieffwiak^ 
ligen in Liehrbnchem bewiesen und ab riditig bakaant war« 

Da nach der Erfindung der Logarithmen, die Gleidmiigen (IL , III,) 
in ihrer ursprSngKchen Form aur Anwendung derselben nrib o q u e m waren, 
so war man auf Umwandolungametboden bedacht, um Producfen* 
gleidumgen zu erhallten, und machte dadnrdb das Studhmi der sphBrischen 
Trigonometrie, wie der ebenen, nicht nur weirtSd^er und schwieriger, 
sondern man beschrflnkto auch durch die angewandten Hnlfrmittel^ deren 
man rieh noch bedient^ die Beweise dw Gü^g^^ der nmgewandelten 
Olriohungen. Man gebraucht nemlich dazu gouiometrbdie Formehi, welctie 
In den Lehrboohem blob fnr Wndiel oder Bogen <C9(f bewiesen wer« 
den, juIb €osos=e2 cos*.^« — 1^= t-«-ian*4^, des|e(leidhen 

w^{p-—9)^^^iP^9) = 2coa/icosy, 

oos(/» — y) — oosTyi + y) sss 2%\np%m% u» dar^» 

Es werden ^aher die Beweise der umgewandelten Gleicbuaigen auf die 

Fülle beschränkt, worin die Summe zweier Seiten <Z.^Xf bt^ und dab 

sie in andern Fallen gelten, wird wenigstens nicht bewiesen« Dabei 
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kaoii oiclit aoarwShfit bleiben, daCi nrnt bet em^etr iiaigewanileltefi Glei* 
nbmigen midb auf aufiailend^ Ui»ger«imtfa«itett stoikt^ Sdbst in iwmg--^ 
liohoi Werlm ÜMlet Mb 8. B. 

wem A die Seite uai 9^ S^ c^ ^e Winkel bediButeti«. & sollen daher 
^Wertbe for uni^ij wie aimh ^am^{A uml eotf^^ segii^naiiiite un-^ 
mOg liebe GrSfiien aeia^ welobe doeb,. wie /edeoi Sfaibeniaüker bekannt 
hkj reel sind. Ea bat den Verf.. oft gewundert, dafe siob itfiBse- Gleichung: 
in den meirteat neuem BBiAeni ao findet^ da aicb leiebr naehweisen läfst^ 
dab bei eoaseqnenler Beobacfalung der Zeichen und der Amiabnie> dab 
2 negative Factoren ein poaitiTes P^duot geben, die Ungereimtheit 
aogleicb verschwindet« Denn wenn a<<90", so ist (&'+<')^9(yV folglich 
cos (6 + negativ« Nimmt man mm bei der Vertauschung der Werthe 
auch cos|(a + 6+c) negativ, ao^ hdben sich beUe Negationen^ anf«. So 
findet sieh auch die Glachmig rtoht^ iia Tega's Vorlesungen Bd; 2^ i^ 579«. 
Welche Bewandttib es mit dw durah cos i(a + &+c) ausgedrocktet^ GTrofi» 
baty zeigt sich in naebstebender Abhandlung: (f • 28«)f worin die* Gteichun*- 
gen nach der darin beMbriabeuen Mathode audi so hervorgehen^ dab 
alle Umwandlungen unnSthig sind. 

Verwickelter und fifr AnfSnger schwieriger sind die gewuhnlfchea 
Methoden der Herieibing sowohl der Nepersdiien Analogien^ ab a^ich noch 
mdur die der 4 einfaebeD^ höchst merkwSrd^en Gleichungen (f. 29. V^ 
bisVlII,)> welche auerst Detambre (iu der 1807 ersdiieueneD connoiss. 
des tems. 1809» p»45«) und Genfs {tHeeria matua corp coeL etc. 1800. 
p« 51«) ohne Beweise aufgestoUt^ benutzt und emyfehlea haben« Die Be^ 
weisttten dieser Gleiebmrgeni so viel dem Yerf« bekannt geworden sind, 
lassen sich nach den Milteht, dßren man^ sieh dazu bedient, in 4 Classen 
fariatgen. In so fem aber seboo die Fundamentalgleichungen (II«, III.)> 
woraus sie abgeleitet werden, an Einaeitigkeit der Beweise leiden, so ver-* 
grc&ert sieh solche mieb bei denjenigen Entwickeltingsarten der genannten 
GJeidiungen, welche sieh dasu der Formein fiir sio(a+6), 8in(a — 6) etc. 
nebst daraus abgelöteter bedienen, deshalb, weil diese in den Btiobern 
ebenfaUs nur finr die FiUe bewiesen sind,, wo (a+A)<9a'. fiineanr 
dere vo0 den Cagnelisdien Formeln ausgebende vermehrt noch die* 
Sohwiei^keiten durch weitlSu%e Zusammensetzung der Gleichungen und 
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AbsonderuDg gommneCris^er Aasdnicke; wogegen diejenige^ wekdie rieh 
aller 3 Fundamentalgleichuiigeii (1.^ II. ^ IH«) bedient^ eineD weniger eriLiin-> 
stdten Gaog nunmt, und an Kürze und Elegaoe die übrigen nbeftriSL 
In sofern die Gleiohung (I.) sich alt ellgemeingSItig beweisen Ueb^ so ver«- 
suchte der Verf» eine Entwicklungsart jener blos aus letzterer; allein die 
WeitUiufii^keit 9 4ie durch Zusammensetzung und Trennung, wie bei den 
andern^ auch entstand, die seh uierige Wahl bei der Umtanschang der Aus- 
drfieke« die ^ividrige Gezwungenlieit nnd KSnatelei des ganzen Verfahren^ 
endlidi der traurige Umstand, dafii so einfadie Wahriieiten auf «o be^ 
sohwerlichen Umwegen bewiesen werden soHtm, haben ihn stets 
«uriickgehalten , seine Entwiekelungsart bekannt ibu machea» 

Wiewohl die grofse Wichtigkeit der Anwendung der AnatyMS auf 
die Trigonometrie kein Mathematiker verkennen wird, so wird mau doch 
auch eingestehen müssen, da& dfirch langwierige aaaljilsche Operationen 
die wahre Einsicht in die Sachen nicht gelordert, vielmehr dem AnHinger 
das Studium dieser schiinen Wissensobaft erschwert wird; dagegen es In 
jeder Hinsidit vortheilhafter sein mu£i, wenn die einfachsten Gleichungen 
auch einfach und anschauUeh bewiesen und alle besehwerliehon <Umfor-> 
mungen mit ihren Kiiusten entbehrt werden können. 

Da sich alle einfachen Gleichungen der ebenen Trigonometrie nicht 
nur anschaufich beweisen, fHHidem auch ohne Umwandhmgen aus einan- 
der herleiten lasseu (wie uächst^is in einer andern Sclirift gezeigt wer« 
den wird), so verliefe den Terf« die Hoffnung nicht , diesen Zweck audi 
in der, jener analogen sphärischen zu erreichen. Mittelst der Projec^- 
tionen von Kti;2;elaussolinitten hat es ihm nicht gelingen wollen, so vieles 
Nachdenken er aucti daran gewendet hat. Aber rni September 1829 leitete 
ihn Boftcbäftigung niil Sonnemihren zufällig auf den Gedanken, die Sätze der 
sphärischon Trigonometrie auf der Ebe^ie zu betrachten und zu beweisen« 
Dafs sich dadurch die Gleichungen (ur Kiigeldreiecke, worin 1 Seite odtur 
1 Winkel = 90^ (§. 40. 41.) ist, wie auch die Fundamentalgleichungen 
(1.^ II.) [eicbt finden Jiefeen, ist klar. Der ftewe» der dritten (IH.) ist ihm 
jedoch nie gelungen. Weil es ihm aber vorzüglich um einfachere Be- 
weisarten jener 4 Gleichungen zu thun war^ welche er die Delambre- 
Gaufsischen nennen will^ weil sie mit den Namen beider berühmtea 
Männer hezeichnet werden, so nahm er ti\ der f« 1« — 7. angedeuteten Be- 
trachtung seine Zuilucbt, welcher der Ptolemtiisohe Lehrsatz zum Grunde 
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liegt^ welche dort nur soweit mitgetheilt ist^ als es derZvredc erforderte, 
und durch welche es gelang, die Formeln $• l.-— 4. auch für die Fälle zit 
beweisen, wenn (/'+7) bis ISOf^ wuchst. Dadurch wurde es leicbt, mittekt 
(Fig. 6. und 7.) , welche weitere cum Zwecke eiugerichfete Ausbiidungen 
der (Ftg« 1.) sind, jene 4 Gleichungen für alle Arten von Kugeldreieckea, 
deren Seiten und Winkel zwischen 0^ und 180^ betragen, so anschaulich 
und kurz zu erhalten, als je gewitnsobt werden kann ($« 29» 33.)« Aber 
dabd fanden sidi auch zugleich eben so kurz und allgemein die 8 andern 
anfachen Gleichungen für alle 6 Stucke eines Kugeldreiecks §. 29, 1. bis 
IT« $.33»IX. — XII. Sehr wichtig dabei Ist, daCs isie die unmittelbar als 
Prodnctengleichungen gefunden werden, und dadurch alle Um Wande- 
lungen zum DieiMte der liOgaritbmen , mithin auch die kunstgriffige Auf- 
wendung eines grofsen Formelapparats ganz entbefarticfa machen. 

Diese Behandlungsart der Kugeldreiccko sogleich üSentlieh bekannt 
zu machen, hinderte das Bedenken, etwas Überflussiges zu tbnn, im Falle 
ein Mathematiker in irgend einem Werke sotcbe schon aufgestellt hatte. 
Da der Verf. an aeinem Orte (we^en Mangels an Schriften über diesen 
Gegenstand) darüber nicht zur Sicherheit gelangen konnte, so wartete er 
nicht nur die Erscheinung des 5ten Bandes des Kluge Ischen math.Wör« 
terbuchs (bearbeitet von J. A. Gruiiert, Leipz^ 1831) ab, sondern.be« 
fragte auch deshalb in Briefen einige ausgezeichnete und sehr gelehrte 
Mathnnatiker Deutschlands. Da nun in jenem (Art SphUrisdie Trigono-* 
metrie), worin nichts Brauchbares iibergangen zu sein scheint, sieh keine 
Spur dieses Terfiüirens fand, und letztere die Bekanntschaft damit ver- 
neinten, so glaubte der Verf. etwas nicht Unniitzliches zu thun, in den 
folgenden Paragraphen eine kurze Andeutung scaner Methode bekannt 
zu machen« 

Es sei (Taf. L Fig. 1.) ein gro&ter Kreis einer Kugel, dessen 
Mittelpunet in O, und worin 2 beliebige Bogen bc^=^ Ay Qc:=^ß so ange- 
nommen sind, dafs A^ß\ durch den Durchmesser cl seien aä' und bh* 
rechtwinklig gezogen, daher Bogen bca^=z{A-{-B)y ba' ^^tA-^B). Der 
Kürze wegen sei Winkel blc^szp^ alcr=s^. Zieht man die Sehnen ab 
und r/ rechtwinklig bei i durcheinander, so ist auch bfctszp^ afc^sij. 
Well BUjn cblz=zcal=z9ify bo ist, wenn man c/ = l setzt: 

CKlle*0 ionmal d. M. Bd. X. im. 2. 18 
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y) bi 9siABp.Q09ff •iss^f.cMpf 

Zieht man brner a'/^ wdche 6/ in ^ tclmaideti so ist wffonglei« 
QhwBogM A#*i/=Aa//^ ofiithin j*y B « 1^ und Abfa' ^Aa^/^ foigl« 
Aj*flB0'Acsstin(/9 — 7). Weil mm b£t»bi — fisibi-^aif ioirt 

sin(/9 — f)sstin/»tCosf — Mi^«ooa/»f IL 

3. 
Da AcAicvAaeA^ %o iufl^ia^ folglich a/^s 6/; daher 

«) 0/e=s00S/>, ^/sBCMf^ 

0) //es eos/^ • cos f I 
7) ciKSttin/i»tinf9 daher 

9) c/«8coi(/i — f)sscoe/>«eoa7 + >^/'«^7* m« 

4* 
Zieht man endMi den Dttrohmeiser bd^ wie audh df und am 
panMel ntt «T/^ ao sind die Winkel badz=i6fd=iamf^9(f und Win- 
kel Arf#nn(;»-|-^)^ daher «cf=5/^s=:cos(/i + f). WeQ nonWinkd/rm 
esaAf ts<N[)^-^Py folglieh /Od SS /ISS ca/| ao irt Aasi^Aaei^ midtfn 
i^ aa: r i ($« 3« y« )• Wenn nun 
•) 0» + f)<9Q^f aofiilk^swisclien lund/yimdirt^/ssi/— 1^ 

^^M(/^ + V)^=^^<^y'«^Mf — ain/*sinf. IY«a. 
ß) Aber wenn 0» + f)>9(f, an Mt m in die VerlSngemng nm 6f^ 
«nd ;( in die ?on cf anftethalb dea Kreieea (TergL Fig« 7.) und ea 

itt/^esi.^ — f/asci— (/, d« i» 

«QaO+f}a«n/i«aittf--eaa/,eaaf« IT.i. 

IMkt «wn «nh WB die SAnen ei «nd c/ durah 
Kreift lerthew^^ an dab sie aieh dhanal raoktwink^s 
den» ao kann (p+f) jed« ^««k tniiiihin <f «nd 18(r 



Wanke. bMdddker drt^SleibknHM f^l*—^ 
kewieMi^ wa (p+f) kis 18(f widhrt. Die Ca^kfdl 

^'«^'W» (P+f)>lf*y "mifiy MckmwdMs te anaa 

«i€kt «JA«. Sei ipeaieHer ■wH«iihl«m «>^ ««^ Mi^ WMn >+f) 
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sdniBiRt, (p — 9) ^eieh Mdbea kann and umgekehrt, oder beide Werthe 
▼erSndert werden. 

Setzt man mm statt p und 7 die ihnen gleidien iialbeu Werthe 
der Bogen y so lieben die $.1. u. s. w. betraebteten Linien, wenn nw in 
den Balbmeiaer bozsst annimmt , folgende gomometriM)he Werthc : 

1) a6s= 29mii^-^B), 

2) Ä^«r 2«ioJ(^~B), 

3) c/= 2co»4(-^— Ä), 

4) / j s« 2 CO* 4 C^ + B), 

5) bi SS 2nni ^008^1^, 
.6) a / s= 2 sin i B cos \ A^ 

1) fi = 2cosl^cog|B, 

8) ci ts 2 sin 1^ sin ^ß. 
Daraus lassen sich die gouiometrinchen Verbältnisse, in wdohen diese Li- 
nien zu einander stehen, leicht herleiten. 

7. 
Ton den übrigen Ergebnimen dieser sehr fruchtbaren Betraobtuag 

sind folgende zum gegen\värtigen Zwecke noch erfordcrlidi. 

«) c/»=rÄ/«-f.cc« = A/»+/i* + c/«-|-ci«, weil 4/=«/. (Vergl. KIB- 
gels Math. \r.B. Thi.3. Art^ Kreis No.49l) 
ß) Nach $.6. No. 5. — 8. ist ä/.a< :=//'. c< = sin^.sinB, Daraus er- 

giebt sich, weil 

cÄ» = A7*4-2A/.o/ + a/» und 

cf' =» iß-\-'Uf.ci'\-ci% 

y) o6«+cy*=:A/»-f // + «/•+ ci«-f2A/.oi + 2. //.<:/ 

sscl* -^-^.biiaif d.i., wenn c:/ = 2, 
sin' { (^ + fi) <^ 00s* I (^ — B) ±s 1 + fliu A . sin B. Auf gleiche Webe ist • 
bg* +/^ =■<• '* ~ 4 Ä /■ . a i, oder 

sin'K-^ — ^) + «>s«i(^-f-B) = 1— sTn^.siiiB. 

8. 
Femer ad (Fig. 2.) abc ein ungfi^^chseitige» ebenes Dreieck, worin 

bct^Af aca^Bf absisC und a, b, c die Wmkel desselben. Mit B<,A 

sei der Halbkreis fa d besohrieben, daher bfss {A-\-B)f bd=(^A — B), und 

C schneidet entweder den Hdbkreis noeh einmal in 0, oder berUhrt ihn 

hl(^8, wenn aasIK)^. Zieht man ce>, so ist M'inkel «^6=:u««(ff — b), 

fiogeg«! Winkel acftsa(a'^b) ist. Denkt man A und B der Gröfse 

18» 
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nach uDTeru'nderf , aber a, ab Grenapunct von B und T, durch den Halb« 
kreis deaf stetig sich bewegend ^ so erkennt man folgende V^rfindeniug 
der Winkel und der Seife C. Indem der Winkel c yon Gf bis 180* vFÜchst^ 
nimmt der Winkel a ron 180' bis 0" ab, b aber wSehst tob (y' bis er sein 
Maximun erreicht hat, wenn a = 90'' ist^ und nimmt voa da wieder b» 
(P ab ; zugleich wird (o -|~ ^) ^^ ^^ ^^^^ verkleinert, ab c wächst, nimmt 
mit hin von 180^ bis 0^ ab, wogegen die Abnahme von (o^^b) tob 180^ 
bis 0^' immer geringer wird. Die Seite C aber wachst von (ji — B) fab 
(y4^B\ Auf ganz dieselbe Weise geschieht in einem Kugeldreiecke^ 
worin 2 Seiten (^-{'B)<^1S(P sind, die Zu- und Abnahme sowohl der 
sphärischen Winkel, als auch der dritten Seite C {§. 13.)« 

9. 
Zieht man ad und a/, ao bt AVinkel ade ssz m ssz l(a + b)sss. 
9»^— 4c, rfa4 = /i = |(Ä — 4), ia/=a + ic»90f*+/i«90" + i(fl— 4) 
=: i84y>~(4+/) = 180^— (Ä + 4c), folgüoh 4(«~A) = W— (4 + ic). 
Daher mib afz=z Bm(a -}- l^c) sscMKn — b)^sszüa(b^i€)y und siB{(a«-A) 
=s cos (/v -f I c). Vergleicht man die Linien nach dem allgemein golt^en 
Hauptsatze der ebenen Trigonometrie, und substituirt diese Wertbe^ so ist 
1) bJ.ünafb^Biab.mnba/, d, i. 

^ ^ ^ |co»l(c+A)) |oo«4(«~*)f' 

f cos 4 ^ I ^t'OS (i + i c)| 

Setzt man diese unter 2 Nummern gefalste Gleichuagen auseinander, so 
erhält man, weil audi fAo(a'\-ic) s=i nm{b+ic) und oos(4 + lOss5 
CDS (^ + T ^9 12, und durch Vertauschung der Buchstaben, 30 Gleichungen, 
woraus sich durch blofse Anwendung der Reehnimgsoperationcn alle nbri« 
gen Gleichungen der ebenen Trigonometrie herleiten lassen. 

In dem A abc (Ffg«3.) sei B>'^, mit ac-=siB der Kfeis um c 
beschrieben, und bc und a6 bis dabin, in d und /», verlfingert, daher 
bf—iB-^jy^ b d zsz (B-^jf), Bezeichnet man die Üufsereu Wmkel bak 
mit ff, abd mit &, die inneni mit u und t^, folglich t/aesl80^ — b^ vsss 
iS(f—a, so ist Winkel ar/« w + u = 360^— (a + i), daher («4. A) 
= Bogen adpf und «ci = (a + i) — 18(/', (olglicb tw =ä ^(i^^t;) ^ss 
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180^~J(^+A)=90^— i^. Fernerirt Ä«u~m = J(^<-^t;)=:|(c~i), 
mithin Winkel dcpzssi(a — h\ 

Denkt man a^ ak Grenzpunct tob B und €^ durch den Halbkreia 
daf gleichförmig fortrocfcend, bo erleiden die Winkel nebst C folgende 
Veränderungen. Indem Winkel c von 0^ b» 180^ wächst^ wächst auob 
b von 0^ bis 18<f, aber a nimmt von 180'' ab, bia ^^90"^ wird, und 
dann wieder zu bis 180^. Daher weichst {a^b) von \m' bis 360^ eben« 
sovie!^ als c^ wogegen die Al>nahme des Winkels dep^sz^a — b) Immer 
geringer wird« C wSobst von (B — J) bis {B-\^A)^ Auf ebendieselbe 
Weise verhiilt sich die Zu« und Abnahme der Winkel und Seite in einem 
Kugeidreiecke, worin 2 Seiten (y# + B)>180P sind ($• 15.). 

Ih 

Es ist ferner der Winkel ia/« (iz + ^c) = lS(f — (a~|c) ä 
9(y^~/r = 90^—^(0 — 4) (§, I0.) = Ä~icy folgl. /2«90«—(Ä — lO» 
daher sin&a/ss Bin(o — f c) tax cos|(a — b) ss=: sin(4-i-f c) und sin/2 == 
sin|(/i-— ä)äco8(A — fr)* Man erhalt daher durch Vergleichung der 
Linien , wie $. 9. : 

1) bf.mknfbss^ab.vinbeff i.u 

V ^ ^ (co»i(c + Ä){ l«o«i(a-Ä)i' 

2) bd.imm=iab,nnnf fLu 

(B_4.j*'J(''+*)j - Cl-^jf"-'?!. V«gl. «.9. 
\oMic S l<»s(4~fr)| 



Es sei nun (Sigm 4.) « ft c ein Kugeldreieck, dessen Selten bczsA^ 
eazszB^ ab^sszCj und dessen Winkel a^ b^ c heilsen mögen, worin zu« 
vörderst (^+ B)<180^, gleicbgiiUig ob ^> oder <9()^ ist, und C jede 
mSgliche GrOlse haben kann; aber es sri A^B^ Denkt man sich nun 
eine Seite, z. B. ^, der Lage nach unverändert, die andere li aber über 
die OberflÖche der Kugel sich fortbewegend, so beschreibt d(ir Grenz« 
punct der letztern o den Halbkreis a^aa'^y wahrend der Winkel c von 0^ 
bis iSff wSchst, und die Seite C von Aa'»(^— iS) bis ba'' z=z(A+B) 
znnimmt. Dabei triffl der Bogen B den Halbkreis a' aa" allemal unter 
90^, und der Winkel eist dem Winkel an der Achse a' ea gleich. Der 
Halbkreis bah aber, vrovon C ein Theil ist, wird von jenem a* a a" ent« 
weder zweimal durchschnitten, oder nur in einem Punote berührt« Letz« 
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tevOT findlet Statte wenn der Winkel a«8&90P ist Dens man denke sich 
an den Punot a 3 Tangent^i für die B<^en acy a^a nnd ba^ so bilden 
die 2 erfttero allemal einen rechten Winkel, wogegen die dritte in jedem 
Diircbsehnittipuncte der Bogen ein^ andere Bidttung, abwiirts oder auf- 
wartS) hat. Im BerobmngnpMncte aber fallen die Tangenten der Bogen 
ab und aa' in eine Linie zuaammen, welche mit der Tang, ac einen 
rechten Winkel bilden« Da nun die Tangenten in den Verlängerungen 
der Ebenen ihrer Bogen liegen 5 so stoben auch die Ebenen abo und 
aco unter 90^ aneinander, mithin ist auch Winkel a = 90 • Eine he« 
sondere Zeichnung macht dieses deutlicher. 

13. 

Bei Betrachtung der Teranderimg der Winkel, (wozu man sich 
einer Kugel von Elfenbein oder Bolz, worauf man die gezogenen Bogen 
wieder loschen kann, am zweckmäfs^sten liedieut), erkennt man, dafs 
wenn c von 0^^ bis 180* wächst, derW'inkel 6 zunimmt, bis er sein Blaxi- 
mum erreicht bat, wo os=90" ist, und dann bis 0^^ abnimmt, wogegen 
c von 180" bis (f vermindert wird. Sowohl (c+^)> als aucli (a^—b) 
nehmen ab von 180" bis 0'\ auf ahnliche W^ise, wie bei dem ebenen 
Dreiecke §. 8.> wogegen (o+fc+c) über 180*' w^iohst bisir s 90, und dann 
wieder abnimmt, ^ie Seite C wachst aber von (^ — li) bis (-^-|-ß). 

14. 

Wen» (^+J3; = 180P, wo befcamitlich allemal (a 4- 6) =180^ Ist, 
so wächst C ebenfalls von (^--B) bis (^ + Ä), wahrend c von 0^ bis 
160' zunimmt. Zugleich nimmt a von 180" bk 90* äb^ dagegen b von 
CP bis 90^ zu, so dab a und b einander zu 180" ergfimsen. Es wächst 
dalier (flt+fe+c) von 180M bis 360", nnd (a — b) nimmt ab von 180' bisO*. 

15. 

In dem A abc (Fig. 5.) sei bcssj^ ü€^ß^ uh^C^ (-^+Ä) 
^ 180^ Denkt man sich A tiber die Oberfläche der Kugel fortbewegt 
und B ruhend, so l&ift b als Grenzpunct von A durch den Halbkreis 
y'bb'y wsihrend der Winkel c von 0° bis 180* wächst. Zugleich wächst 
h von 0*' bis 180^ Der Winkel a aber nimmt ab^ bis sein Nebenwinkel 
baV^ sein Maximum, mitbin a sein Blinimum erreicht hat, und Wiukel 
£» = 90'^ ist (§• 12.), und von da wieder zu Jbis 180'. Daher wächst (q -f- £^) 
von 180^ bis 360", («~6) nimmt ab von 180" bis OP, und {^^b^c) 
wächst von 180* bis 540'^, auf ähnliche Weise, wie bei dem ebenen Dreieoke 
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$.10. Die Seite C aber wSchst veo {^—B) bis 360''— (^+B). Aus 
diesen von f. 13» bis 15. betrachteten 3 Haupt ßllen ergiebt sich ziigleicb^ 
da&in jedem Kugeldreiecke 8lniC>8ini(>^—F)iuid<sini(.^+B), 
desgleichen cos|C'<cos|(^-^jB) und >cos|(^-|-fi) sein mub« 

16. 
In (Flg. 4.), wo (^ + B)<180^(M2.), sind nnn die Sehnen ha'' 
= 2sini(^ + /?) und c/=2cos|(>^— B> ($.6.) durch einander bei ? 
rechtwinklig gezogen. Mit <^^i=s2sin|Sco8|.^ (f*6«) denke man sich 
um den Punct / den Halbkreis gkda" beschrieben, dessen Ebene jede be« 
liebige Lage haben kann. Während nuuM'iukel c von 0^ bis 180" wachst, 
tmd a als Grenzpunct von B sich in dem Halbkreise af aa^' gleichförmig 
fortbewegt, denke man auch d^ als Grenzpnnot von di^ in dem Halbkreise 
gkda gleichförmig fortrückend, so, dab Winkel bids^a^€äz=z c sei. Da 
nun, wenn r = tf', die Seite Css:{jf^B)^ba' ist ($. 13.)^ «»^ *^ = 
ba^ (i^2.)j so entfernen sieb, b^ gleichförmiger Zunahme des Winkels c, 
die Puncto a und d von 6 gleich weit, und es ist allemal bd^s^ab^sii 
2siniC($. 17:). 

17. 
Um diese Wabrhei^ dafs, wenn (Fig. 4.) Winkel bid ssa'eassc^ 
bd ss: o b =z '2 Mui C ist , so strenge zu bew^en ^ als immer gefordert 
werden kann, so sei, 

a) auf die Verlängerung von a'e die Lime bn rechtwinklige wodurch 
ens=zbi^' cs^üuA^ indem d'e£= a^ = sinB. Zieht man a/i, so ist die 
Ebene des Aaen gegen die Ebene des A a^^ 6/2 senkrecht, daher der Win* 
kel anbssz9(f\ folglieh 9l^zszon*'\-bn\ Nun ist nach der ebenen Tti* 
gOAometne, wenn Winkel aenzizc^9(fi 

üÄ* = ^/2* + ötf* — 2en.ae.eMc 

s=r ^/^-f-Ä«* — 2en.ae'{'4en.aeün^ic 
= (en^^aey*^^en.ae.mn^lc 
s= c'-/2"-j-4.^/i.ae.8in'f <?. 
Es ist aber auch bn^ss: a'V^ — a^/2^ Addirt man Dieses zu Jenem, so er« 
halt man ««• + *'»' = fl^'i* + 4tf/i.i»rsiu*Jr, oder 

o6»rr=4smM^^ — fi) + 4sin^.sinB.sin«ic. 
ß) In dem Abdi aber, wenn ebeniiilb Winkelt /tfsc< 9a' ($. 16.), 
ist aus gleichem Gründe; 
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bd* = li' + di^^Q.bi.dicmc 

-= (bi^iiy + ibi.dima'ic 

Da nmi bff^a'b^2fini(ji^B) und ri.disz%mJ^B (f« 6«)^ so 
Ut auch bd^:=::4%ui*i{u4^B)+iünJsinB%m''ic^ nutbio andi bdsa^ab 
s'iüaiC. Irt aber r>9a', so Mt in 

ß) bd" » i&i^+i/i^+2*#.rfi\co«r, 
dagegen m beiden GleicbiiDgen OMc=s3ftui*ir-^l (wel^e Formel man 
erhält, weon man ($ 4« ß.) /? = i c, <f css ^^ und cos'irssl — siVicsetzl)« 
Subatihiirt man diesen Werrh, so erhält man for bd* und aV^ ebendiead« 
ben gleidiefi Ai»driickef daher in alten Punct^i ^tfaBo&aB2siD|C« 

In (Fig. 6.) sind die drei Seiten des %. 18» etc. beteachteten Kugel- 
dbretedis in einem grül?»ten Kreise aneinander ^€^5 A'sis.bc^ B^sac^ 
Cs:ibd^ i die Sehnen a b und cf dordikrewsen sidi ebenfi^Hs rechtwink« 
lig bei /f und haben^ so wie ihre Absohnitte, die §• 6« angegebeneu Werthe* 
In der Ebene desselben grörsten Kreises sei nun 

a) der Halbkreis gkda mit ai beaohrieben {%. 16.). Slaclit man den 
Winkel bid ss dem sphärischen Winkel c^ imd zieht b dj welches nadi 4» 1 7« 
aaeSsinf C isf^ so schneidet bd diesen Haihkreis entweder nodi einmal in 
k^ oder beröhrt ihn blos (^ 8,). Der KiinEe wegen sei Winkd bdissm^ 
Winkel dbi = v, Winkel bik^x, so ist 1^+^ s dia sr im'-^c^ 
and X saiii — V ($« 9.)* Wenn nun Winkel c von (/' bis I8(y wSohsti ao 
nimmt x Ton 180^ bis (3^ ab^ mitbin wie die Differenz odar die Smnme 
der 2 iibrigen sphUrisehen Winkel (a«-^2^) oder (e+/^) ($• 13«) 9 uud rer-* 
hlflt smh nicht wie 180'~(a + fr). Da aber, wenn bd den Halbkreis 
blos ber&brt, x tsz Winkel .c < 90' sein mufs, und (a 4-i& + <r) > 180", 
so kann x nicht tsz(a'\'b) sein; dab aber xzs^fß^b) ist, wird $«20« 
bewiesen« 

0) Beschreibt man auch mit ci den Halbkreis ces^ macht den Win* 
kel die^s=iW und zieht ^X ^ ist Winkel ciezsibid^^ dem sphurisdien 
Winkel r, Winkel i?i/= 18(y' — c, und ^/schneidet den Halbkreis entweder 
noch einmal in />, oder berührt ihn blos ($• 8.)« Der Kürze w^gen aei 
Winkel />/= w^.efiss%y fipzs^y^ so ist yssM/i— r ($«9.)> und w + * 
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SS Winkel cie ss dem sphSrkdieii Wmkel c. Wenn nun c von 0^ bis 180^ 

wfielwt^ M wächst auch ynmO'lA ISGP. Es könnte daher y =18(y'— (o±^) 

sein ($• 13.)* AQein wenn ef den Halbkreis berBhrt, se ist y = 180^ — c 

<90^ ($.8.) mithin c>9(y'> mdem Ä<9(y; folglich auch (a— *)<90«jst. 

Es kann daher y nicht »:180'*— («— () sein; dafii aber ys 180^— (a+ß) 

isf^ wird sich §» 20. ergdien» 

19. 

Wenn tm^bid (Fig. 6.) der Winkel iiV = ^>90^, und imAeif 

der Winkel e//=: 180^—c {§. 18.) < 9(y, so ist nach der ebenen Tri- 

gonometrie: 

bd* s=z bP '^ di* -{- bi.di conc^ und 

«/■ SS ip-^^eP — fi.ei CMC. 

Oft nun bi.di:=^fi.ei (J.7. ß.), so ist *rf* + e/« = *i» + rf/'»+//» + i?i» 
SS 4^ wenn der Halbmesser der Kugel ^szbo^^l gesetzt wird ($• 7. a.)^ 
daher e/«s=:4 — Ärf« = 4— 4sin'|C(§. 17.) =^4^1— 8in*iC;=r4cos*iC, 
folglich tf/^=s 2cos^C. Ebendasselbe ersieht sich, wenn man Winkel 6/^ 
C3 c <9()" anninunt. Wird r = 0^, so wird efzs: cf, d. i, 2co8iC = 
2cosi(^ — B); wird c r:r 180^ so wird ef:^fs, d. i. 2oosi(7a=: 
ScosiCu^-^"^) (^^i'g'* $• l^*)» und kdun kein Kugeldreieck stattfinden. 

Übrigens^ da Abidzssbi^df.ünbid^ Aeifssaei.ifnmeif und 
e//ssl80^«— Ä/tf, so «nd £e Flachen dieser Dreiecke allemal einander 
gleich {i. 7. ß). 

20, 

Um den Beweis^ daCi in (Fig. 6.) jc fi= (a — Ä) und y = 180^— (a -^b) 
ist (§.18.)^ auf einmal geben zu könneti^ ohne mehr Figuren «u bedür- 
fen^ schrint folgende Bemerkung nothig» 

Wenn mau die 3 Seiten eines Kugeldreiedui A^ C^ B in dieser 
Ordnung m einen grSIsten Krefs der Kugel eintrilgt, wie in (Fig. 8.)^ 
durch die Halbmesser ao und £o die Linien dm und ck bei ^ und g 
rechtwinklig zieht ^ so schneiden sie sich in einem Puncto h und ist 
cgz=,%\nAy dezsnfmB und Winkel khd:==C. Zieht man hf rechtwink- 
lig gegen em^ macht hm^s^hg uud fe ss de z=: 9lnB , so ist bekanntlich 
///? sscff ssz ünAf Winkel /eh as spbär. Winke! a, desgleichen fm A n i^ 
mithin mfessii8(f — (ff + Ä). Diese Construction eines solchen Winkel- 
dreiecks hat auch keine Sdiirierigkeit ^ wenn 1 Winkel stumpf oder 
1 Seite > 90^ ist. 

Crelie*t Journal d. M. Bd.X. Hft.2. 19 
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Nun stelle aber das A afrc in (Big. 2») dasjenige YTinkeldNieck vor^ 
welches dem bisher ($• 16. etc.) betrachteten Kngeldreiecke zugehört^ und 
welches nach der Betrachtung {• 8« allemal pafst^ indem naoh §• 13. 
(ä + 6)<180" ist, wenn (^ + 5)<180^. Dario sei bcTs^AnAy ac^ 
cd^mkB^ folglich &rf = sin^ — sinB= 2sini(^— J9)cosi(v^+£;, 
und Winkel a und b den gleichbezeiohneten spharisofaeD Winkeln gleicb; 
daher aci = 180*— (ö + fe), /w = f(a + &), «=si(a— i) {%. 9.). 
Nun ist 

a & SS ^ a= — : , oder 

Moa sinn 

8iii^*sin(a-i-l>) (sin^ — sin B),sin} (a«t-6) ^ 

sin o sin i (a — 6) > 8 

smf(a— fc).co8i(ö + fc)=s— i^ ^iaC 

In (Fig. 6.) ziehe man gd und eSy so ist Winkel 6dg^z=:^x, bfd=i 
90r'\'ic, fes^iy, esf=il8(f^ic. Nun ist 

f , bg.Binbgd 2sin§(^ — B).cotjc 

oa s= — ^ — 7-7 = 7—: • 

»inbdg sinix ' 

Multiplicirt man beide Gleichungen, so ist 

•^ * -« \* / sui|x.sin}y ' 

folglich 

sm i jr .sin t r = — ^ . ^ ■ — • 

* ^-^ sinC 

Da abw oben derselbe Ausdruck gefunden wurde, so ist sin ^ ^ • sin ^y =: 
sini(a— 6).cos$(ö + &)=:sini(ö— fe).8in(9(y*— i(a+6)). Da sich nun 
X wie (a— t) undy wie ISC/'— (c + 6) verhalt ($. 18.), nicht aber x wie 
180^— (a + ^)» 80 muls in allen Puncten ar = (a — &), folglich^^— : 
180P— (a + b) sein. Es ist daher auch lo^z^ 180^— (a + V) und (ö — v) 
s=:(o<p— 6) ($.18.). Da endlich a^u^ b^v sein muCs, so sei n sa-f-J', 
^s^tz-f^^« Subtrahtrt man beides, so ist a — bssu — v-^i — j^, mithin 
i^s^S^y d. b. a übertrifii u um eben so viel, als 6, v. Die Beweise, dafii 
ap=:(a— *), y = 180P — («+*), lassen sich übrigens schöner führen mit- 
telst 2 Constructionen« 
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21. . 

Dem gemüfs haben die in deu Ebenen bda und c«/ liegenden Win« 
kel gegen die sphärischen a, b, c folgende Werthe. Wenn nemlich: 

1) bid =c, folglich baäzssfc, so ist 

2) aid t=180"— c, folglich rf^/=9(y— ic, 
3)örf5' = 90", 

4) * /•* =x — (a — b), folglich A rf^ = i (« — Ä) (§. 20.). 

5) arfÄ=9a' + |(c— Ä), 

6) Ä ^ rf = 9(y + f <?, 

7) bdi =tt = 9(f— i(Ä + c— c), 

8) rf Ä ^ =s t; = 90"-- 1 (a + c— A), 

9) c/f ssr, folglich cse=^\c (§. 18, ß.), 

10) *// äISC'— c, folglich #c/=90" — fc, 

11) ctfj =90", 

12) fip = y = 180» —(o + b) , folglich *e/= 90^— f (o + Ä), 

13) ctf/ =180°--i(ö + 4), 

14) tf*/ s=18a'— i<r, 

15) ief =:«; = 9a'-|(ö-f-i~c), 

16) //tf =zs=^(a4.4 + c)— 9(y. 

22. 
Addirt man von den 4 Winkeln u, t;, z^->, z-, je zwei , so findet man 
\^ u ■\- z ss^ Oy 2) V + s = J, 3) ?£' + c = r, 
4) V + a; =s 180^— a, 5) m + 1«; = 180'*—*, 6) i/ + 7^= 180'— tf. 
Daraus folgt u-)~ ^''4*'^'I''S^== ISO*'» was auch aus der Betrachtung der 
(Flg. 6.) sich ergiebt. Da auch + ^=0 + 6 — 25 (§.20.) = 180"— <:, 
so ist 2^= (c + i + c)~ 180", folgUoh S = i (« + Ä + r)— 90^ == 5. Es 
ist daher um z Winkel a gröfser, als u, A grüfiier als v. 

Aus dem bisher Yoi^etragenen lassen sich leicht Methoden ableiten, 
aus 3 bekannten 1Stti<&en dnes Kugeldreiecks, worin (^-{- J9)<[1^^% die 
übrigen durch Construction zn finden, velche wir hier der Kürze we- 
gen übergehen. 

23. 
Wenn (^+fi)a=180^, mitbin (Fig. 6.) ab durch den Mittelpimct 
o geht, so ist ci^szifi daher fallen die Puncte s und /zusammen und 

« 

j's =.'2coi\{A-\-B) ( §. Ö.) verschwindet. Es wird z^=sw=:\c^ dahe»* 
(nach §.21. No. 16. oder 15.) i(<r + Ä)»90^, folglich (0 + 5) = 180», 

19* 
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uncli(ö~Ä;=::i(a + i)— 6=90P— Ä; iiach§.21, No^ 7.8., »«(«—iOi 
v=^b — ^c, xniduii a SS £1 -}- i^ =^ Winkd i </ a, und b ss v -^ \c tsUYiakA 
dbü-^bad (vergL |.9« und II«)* 

24. 
la (Fig. 7.) sd mcbf %uk grölstor Kreis einer Kugd, be=ji und 
ccs=sB zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks, so, dals (^+B)^i8ßt^i 
ab und c/ durdischneiden sieb bei / eben&lls reditwinklig. Die Halfskreise 
sind mit bi und ci besdiriebeq, und ab und ef bis dahin in ff und s ver« 
langert, daher a^8 2sini(^— fi) ($. ö.)) /^s2gos|(^ + 27). Die ihri- 
gen Bestandtheile der Linien bf und es haben die glachbeeeichneten 
Werthe $• 6. Legt man nun an / den spharisdien Winkel c^said^ madit 
eids=z90\ und zieht da TerlBngert bis t und dff^ desgleidiea 0f, TcriS»* 
gert Ins p und ^^, eudiich auch it und //>, to ist 

1) örf = 2siniC, 3) i/> = ;p = (a — *), 

2) ^/=2oösi(7, 4) tfi>=:ya5(ö + fc)— 18(f. 

25. 
Die Beweise dieser 4 Werthe können auf ehendieaelbe Wme ge- 
führt werden, wie in den $$• 17» 10, 20. bereits geschehen i/A. Es wer- 
den daher einige Andeutungen hinreichend sein« 

1) Wenn man (Fig. 5.) eb'^ verlängert und am senkrecht darauf, 
wie audi bm ziebt^ so findet sich in dem rechtwinkligen Aabm^ ab^sx, 
4 sin* f C = 4 sin* f (^— B) ^Um BünA sin*i e. Ebendenselben Werth er- 
h8It man auf cJieudieselbe Weise ($• 17.) iiir a d^ (Kig« 7. ), woraus adsss 
2suiiCfolgt. 

2) Dals ^/= 2 cosfC, ergid>t sksh eben so, wie $• 10« 

3) Betrachtet man das Aabc (Fig. 3.) als das dem gegenw8r(i« 
gm Falle entsprechende Winkeldreteck, worin ircsssinJB, &cs=sin^ und 
a und b als die gleichbezeichneten sphärischen Winkel angenommen wer» 
den, Bsithin ac6=s(a + fr)— 180^ ist, mit Rücksicht huf die Betrachtung 
§•10« und $.15., und verfahrt wie 4.20., so findet man (nr x und y 
(F^t 7.) die f. 24. No. 3. 4. angegebenen Werthe. 

26. 
Es haben daher die in den Biienen bdgk und ebspi li^endett 
Winkel folgende Werthe. Wenn nSmlicb a, 6, r die sphbrnben Was« 
kel sind, und 

1) diffssc^ folglich tf&^sf c, so ist 
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.2) A/rf = 180^— c, folgUch bgd^9(fi^ie, 

3) bdgt=zW, 

4) */>=:jrs=(a— A), folglich crf^s=:|(«^4), 

5) a</*=:9(y* — i(a — 4), 

«) rfa* SS tt =s 90°— i(ÄH"C—B), 

7) arfi=i;=:9(y— i(a+tf~-A), 

8) iirfy=:« = 90P+i(a + c— 4), 

9) «^fl^r=:0 = 9O° + ifi + <J— e), 

10) c/f s:c, folgUoh csezs^Cy 

11) «/« SS 180»~.c, folglidi «««SS 90^— ic 

12) c«* = 90% 

13) pis ==y = (ff-HÄ)— 18(y, folgl./««s=i(ff + Ä) — 90^ 
U)ce/ = 180P— i(a+Ä), 

15) i«/ = 24;=s90'— i(o4-A— «), 
1«) «/i =« = f(c + Ä4.f)— 90P. 

27. 
Wie $. 22. findet nah auch hier 

1) tt -f. s == «, 2) V+ « as Ä, 3) t£^ 4-X SS c, 

4) f;+w;ssl8<y*— ff, 5) ii + itf = 18(y— &, 6) « + «=5t80— c, 
mithin auch u-^v-\'W-\-z:=ii&f, Übrigens isi auch et— i^sssa, ß — z</-s=:6. 

Die VerfahniDgsarten y aus 3 bekannten Stücken eine« Kugeldrei- 
eoks, worin (A'}rB)'^\f!fif ist, die fflirigen durob Construotion zu fin- 
den, können hier aueb übergangen werden ^ da sie sieh aus dem Bisheri- 
gen leicht ableiten lassen» 

28. 

Naoh $. 21. 22. und 26. findet sich in allen Fällen, es mag (^+ß)< 
oder ss: oder >18(y'soin, der Winkel z^\{a-\-b-^c)'~%(f. la (Fig. 6.) 
ueht man, dals in den, §. 21. und 22. betrachteten Fällen, wo iCo+^H~<') 
swisohen 90^ und 180* ßÜlt, x nur bis 90°, und wenn {A-{-S)-^\m' I«t, 
nur bis 180^ wachsen kann (Fig. 7.). Da also m allen Fällen £<180'' ist, 
so irt rins allemal positiv. Nun ist zwar nn«= sin (^(a-f-^-^-c) — 90") 
der GrSfiie, so wie dem ZSahlwertfae naoh, =C08i(a4'^ + ^)> ^i>^ Aber 
nidit negatir, w<nl «ne positive GröDse dadurch nicht negativ werden 
kann^ dals sie blos einen andern Namen bekommt. Gleiche Bewaudnife 
Iwt ea mit der Function sm(i(a+&)— 90^)=soosf (q+&), wo hia-^h) 
"^^ ist* Denn ^ Zeiehcn des Gegensatzes können auf die trigononie» 
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frischen Functionen nur in so fern Anwendung finden^ als sie ^e entge- 
gengesetzte Lage gegen einander haben« 

29, 
Vergleicht man nun die goniometrisdien Werthe der in (Fig. 6. und 
7«) betrachteten Linien (§• 6.) mit den Functionen ihrer entgegenliegenden 
Winkel (§• 21 • und 26.) nach dem einfochsten^ aber allgemeingSltigen 
Satze der ebenen Trigonometrie ^ und zwar zuvörderst in ( Fig« 6. ) , wo 
(^+IJ)<180' ist, so erhält man folgend« YIII Hanptgleiolmngen ^ wofSr 
der Halbmesser = 1 angenommen ist: 

1. bi.sinbid =s bd.nlnu, d. i. 
Ssini^.cosiJS.sinc =: 2siniC.sin(0(y' — f (6+r— ö)) oder 

sinf ^.cos^/i.siner = «nj C.co8|{6 -+"^ — ^)* L 
2ß di.Binbid s=z bd. biuVj d. i. 
2cosf^.8ini2;.sinc ss 2sini C.sin(9(y — i(a-f-c— A)) oder 
oos. 2^*siniB.sinc s= 8iniCcos-|(a + c — b). IL 

3. if.smfie s= ef.ünw, d. i. 
2oosi^.cosiB.sin(l.S(y>— c) = 2co8iC.8in(90*— i(a + i— c)) oder 

cos^^-'f .cos^ /j.sinc = oos^ Ccosi(o-|-6— c). IIL 

4. ei. sine// = e/.sinz, d- i. 
5sin^4.sini/?.sin(180"— c) = 2cosiC.sin(i(ö + A + — ^ öder 

fun2^.sin|i?.8inc = coaj Csin J(a4-* + 0. IV. 

5. ab.ünbad = bd.smadb oder 

i8in|(-^ + i?)sinlc = 2sinie.8in(90+ 5(a— 4)) oder 
sin f (-r^ + B) sin i c = sin-§Ceos5(a — b). V. 

6. bff.f^indffb s=: bd.fXnbdgy d. i. 
2sinl(^— B)sin(9(r — je) = 2sinf C\sini(fl — 6) oder 

sinif.^— /i^eoslr = siniC.smiCa — &). VL 

7. cfMnfce =5 ef.ünfec, d. i. 
2cos|(^~B)si^(9a^— ic) = 2oosi(7,iin(180P— i(ö + i)) oder 

oosi(.^— £?;cosic = co8.lC8ini(ö + fr). VII. 

8. fs %inesf ^31 ^/".sin/e^, d. i. 
2cosi(^+ß)«in(KS0'— ic) = 2cosi C.sm(90P— i(a + fc)) oder 

oosi(^ + 2?)sinic = cosi C\cosi(a + &). VIH. 
Die Gleichungen L bis IV. scheinen bisher unbekannt geweeen an 
sein, wenigstens hat der Verf. sie noch in keinem Bnche geiundeii« Dnfr m« 
«ich durdi geschidite Umformung der gewöhnÜclMn FHMdimwMitalgleivhum' 



9. Schmei/ser, über die Theorie der Kugeldreiecke. 147 

herleiten lassen mögen , bezweifelt er nicht ^ hat aber aus Abneigung ge« 
gen langweilige analgetische Operationen^ wenn sie zu nicht» Nützlichem 
führen, den Tersuch nie gemacht. Die Gleichungen T« bis YIII. sind die 
bekannten Delambre-^Gaufsischen. 

30. 

Terföhrt man eben so mit den gleidibezeichneten Linien in (Fig. 7.) 
ond substituirt die Werthe derselben aus $• 6. so wie die der Winkel aus 
$•26.) so erhält man auch fnr die Kugeldreiecke, worin (^*f £)>»18(y^ 
iat (§• 24«), ebendieselben Till Gleidiungen ($. 29«), welche hier zu wie- 
derholen iiberfliissig sein würde. Da nun in beiden Figuren (6. und 7.) die 
dritte Seite 6*<; oder ^90^ sein kann^ so ist dadurch die Gültigkeit 
dieser Till Gleichungen für alle Kugeldreiecke bewiesen, 
deren Seiten und Winkel zwischen 0^ und 180^ betragen. Die 
Betrachtung aber aitf Fälle zu erstrecken, wo Elemente der Dreiecke 180^ 
übersteigen, ist aus bekannten Grüuden unnöth^. 

31. 

Wenn man aber in dem §. 24. betrachteten Kugetdreiecke die Sei« 
ten mit ^^, B^, C\ und die Winkel desselben mit a\ b\ c\ dagegen die» 
selben Elemente des ihm zugehörigen Supplementär« oder Polardreiecks 
mit ^i B, C, flr, b, c, bezeichnet^ so ist in (Fig. 7.), wenn bcsesA^y acssB' 
ist, bf=b, af^a, weil fc/4-öc = ö/+6c= 18(y, der Winkel eif^ 
180^— c' (§.26. ll.) = Cund i?/=2sinf c, IblgUcfa Ärf=2oo8ic($. 25. 2.); 
die Linien ba und c/aber, nebst ihren Abschnitten und Yerliingerungen, 
haben folgernde Werthe ($• 6): 

1) ö'6=:2sin J(fr-|-^)> 5) ^*s=:2cos|asin|6, 

2) a^=28ini(& — fl), 6) a/rs 2sinf ccosift, 

3) c/=2cosf(6 — 0), 7)//«2sittiflrsini*, 
4)/tf =2cosf(fe+ö), 8) ci/ = 2oo8ia€tesi*. 

32. 
Die Werthe der Winkel aber, welche auf Shnliche Art, wie oben, 
bewiesen, oder auch nach dem §. 20. bestimmt werden können, sind fol« 
gende« Wenn nemlich: 

1) fie = C, folgUch fce^i C, so ist 

2) eic =180^— C, folglich esez^.W'-^iC, 

4) pis rrryÄlSO»— (^ + B), folglich /if ^ = 90" - |(.i + B), 
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6) ief =M;=:i(-^+B— C), 

8) eji s=« = 180»— f(^+B + C), 

9) bid =: C, folglich bgds:^iC, 

10) rf/o =180»— C, folgüdi rf6^sa90P— f C, 

12) jbi>s=a:=:(B~.w^, folglich ttdfsai(B^j/), 

13) ferfc«s90P— i(B~^, 

14) arfi = t/=r:i(^4-C?— B), 

15) dai =s«»sf(B4.C— ^), 

16) rfa^«ß«18(y'— i(B4-C— ^. 

33. 
Torgleioht mao mm die Werthe der Linien, wie f. 29« y so eriiStt 
nan audk folgende 4 Hauptglelchuogen , worio ebenftll« der ndbuMMer 
der Kugel s^ 1 aogeDommen ist. Es ist oemlich 

1) ei.tmeif tss. e/.sins, d. 1» 

2oo8focoKi6 8inC =^3stDi<? $10(18(^—1 (^+B + C)), oder 
OQS I « eo« 1 6 sia C SS sinfe sia^(<<4*^*f'^)* I^ 

2) if.iiaeif SS ef.naWf d,u 
2siniaBini^BinC»3aiBi<;sini(^ + fi— C), oder 

^lafhiibtmC BS sinf csini '.^-{-^"Q« X. 

3) aittiuaid tBz ad.ainVf d. i, 
28mi«coiitMn(180»— C) s=2co8ic 8ini(^+C— B), oder 

siniocosf&ainC s eosicaini(^+^~>B). XI. 

4) di.üauid bb ad.tmu, d. i. 
2oosi<^8ini2»sin(180P— (7)=:2ooB$C8in|(B + C— ^y oder 

. coslasioi^miC SS cos f c sin |(B -f- C — A), Xli« 
Die Verglädiung der SMten der Dreiecke cef, efs, abdf aig 
giebt wieder die GleichuDgen Y. — Till. $. 29, Diese Gleichuagen IX. 
bis Xn. erhält man eben so anch aus (F^. 6.)w Sie haben daher eben- 
falls allgemeine GÖltigkdt. 

34. 
Die $.29. und 33. geiiindenen 12 Bauptgleichungeu für alle 6StadiLe 
eines jeden Kugddrdedu geben nun, nach Tertauschung der Buohstabei^ 
, weldie in ein Verzeiehnifs zusammenzusteUen zwflf&mSlsig ist. Aus 
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jimmn erhält man blot durch MolUpIication und Dirkiofi^ mithao ohne ana«- 
lytisobe Umwege« alle Gleichungen für 5 und 4 Stiieke » weidie zur Auf«* 
ISftunj; der Kugeldreiecke erf<Mrdert werden, so wie sie zur Anwendung 
der Logarithmen uomittdbar brauchbar skid« Dureh Dtvbion nemlich er- 
geben «ich daraus 36 Gleichungen für 5 Stucke, worunter die 12 Ne* 
p ersehen Analogien. Durch Moltrplication der Gleichungen nach I. — IV« 
und IX. — XII. erhält man 12 ^ und daraus wieder durch Division noch- 
mals 12, mithin 24 Gleichungen iBr 4 Stikke. Aus ebendenselben 8 Glet^ 
cbungen findet sich nach Y^tauschimg der Buchstaben bei zweckmälsiger 
Wahl durch Division die Gleichung sin ^ sin 6 £:= sin i? sin er ^ nebst den 2 
ähnlichen« Daher erhalt mau im Ganzen flir 6, 5 und- 4 StScke 09 Glei« 

ehungen. 

35. 

Wenn es in Hinsk)ht der Gleichungen $• 33« blos darauf ankommt, 

die Formeln Vax 3 Seiten und einen Winkel zu erhalten und zu bewei« 

sen, so kann es auf kürzere Art so' geschehen, dals man die $• 31« ange« 

wendete Rigenschaft des Supplemenlardreieoks nidit bedarf. Um hier 

nur das kürzeste Ter&hren mitzutheileu , seien die Bogen eines gröfsten 

Kreises (Fig. 8.) ab^szCy ods=zBy dlzszA. Zieht man hp durch ao^ 

l(f durch do recht winkl^, so schneiden sich diese Linien in i, und es 

ist der Winkel bifzsspil smB, wie auch Bogen ay = (-^ — Ä), /></== 

(C~/3), daher p^^atf + ad+pd^A^C^B, plzszA + B-^C, folg- 

lk)h Winkel pifl^i{A+B—C), b^^^B-j-C—A, folglich Wmke!/i/y=: 

^ (J8 + C — A). Femer ist irsizbr oosit = sin V cos a, folglich 

bi = br+ir =» sin C+ sin Coosa/ss sia C(l -{-cosa) ss sin C. 2 oos*i ^i 

indem /?<W, und 

pisspr — ir = sin C — sin Coosa s= sin C(l — cosa) = sin C. 2sin^4 ^. 

Zieht m(in endlich pn und bs rechtwinklig gegen yl und snbstituirt 

die ge&indenen Werthe, so ist 

I) 6^=: &/.sinA/^ss&/.sin&/tf, d.i. 

= 2sin£.sinC.cos'4 a^2 sin J(^ + J5+ C)nmi{B + C^A), felglich 

COS »Ä := ' . ■'■ p ' : — j^ — ' > 

J2) pn^s^pimwinpinzszpf^ünpfnf d. i# 
= 2sinJ?.8inC.sin»ia ==2sin{(^ + C7~B)sini(-4 + B— C), folglich 

„^.. B\ni(A^C^B)Mini{A+B-C) 

COS ftf g=g ^ — p ,. ' A ♦ 

Creilc'i Jourwa d. M. Bd. X. HA. 2. 20 
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Wenn I od<!r 2 Seiten , ab ji und C^ grofser als 90^ Bind, so legt man, 
um den Beweis auf ebendieMlbe Art zu führen , die ErgänmngeD der- 
selben zu 180^ an B^ es mag B<^ oder >>90^ sein. Andere Beweise 
lassen »ch auf die Eigenschaften der Figur 1. gründen, weldie vieBeidit 
eleganter scheinen diirften, aber hier der Kürze wegen übergangen wer- 
den müssen. 

36. 
Mittelst der aus obigen XIT. Hauptgleiehungen hergeleiteten ($• 34.) 
lassen sich nun zwar alle Fülle lösen, welche bei der Anwendung vor- 
kommen, selbst die zwei, wo man zweimal zu rechnen nicht vermeiden 
kann. Nemlich : 

u) Wenn ^, By c bekannt uud C zu suchen ist, so lülsf sich mittelst 
der S e p e r sehen Äualogiea zuvörderst entweder {(a+A; oder |(a — b) 
berechnen und i C nach einer der Gleichungen T. — Till, ohne Zwä* 
deutigkeit finden. 
ß) Wenn o, b, C bekannt und c zu suclien ist, erhält man auf eben- 
dieselbe Weise J(^+ ») oder i(A—B), und dadurch ic. 
Es haben aber bekanntlich Moll weide ^) (1816) für jenen (a.), 
Job. v.Sniadecki^*) (1817) für diesen Fall (ß.) besondere Beredinungs- 
arten mittelst Hülfs- Bogen oder Winkel angegeben; aHein sie sind aus 
GImdiungen abgeleitet, deren allgemeine Gültigkeit nidit bewiesen ist. 
In so fern solche Hülfs winke! formeln nötl^g oder wünscheiswerth sein 
sollten, mögen lor besagte FäHe hier auch dnige ang^diea worden, 
welche auf allgemein bewiesenen Gleichungen beruhen, dieselben 
Yoidieile gewahren und an Kürze jenen nicht nachzustehen sehmnen. 

37. 
Für den ersten Fall ($. 36. «.) ist nach $. 17. und $. 25. aio*| C = 
sin* |(^ — B)'}'9inA sin B sin* l c , daher aodi 

_. sin yi »in B sin' ic * • <» i ..i. 

Setzt man ^.^^ ,,^_gj = taog* (p, so erhalt man 

sin^C = ^ . (I.) 



*) Zcitsclirifl für AstroBomia L S. 459. 

^} Sphärische Trigonom. a. d. Pol. nbers. Ton L Feld. Leipz 1828. ^. 8. S. 27. 
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2) Weil 1— 8iii4(7s=co8*4<?, 80 wt 

Setzt man ^^^^^S ^ ün*<l>, weü aUemal «n^^ioB tin'ic 

eoB,*i(A — ß), so ist 

cos i C = cos ^ r^— B) oo«<p. (II.) 

3) Wenn man in den Gleidiungen $. 17. oosc ==: 2eo« ic — 1, 
wenn c<9(y, =1 — 2co»*$r, wenn c>9(y' (5.4.), so eriiält man 

sin'iC = 8in*4C^+^) — »n^«nJ5oo»«itf. 

c^i. i. *•'* -^ sin B cos* J <.. » -. , - 

sin i C = sin i (^ + «) sin (p. ( HI.) 

4) Da cos*^ C = co8*i (^ -{- B) -^ am A «mB cos'f c, so ist, wenn 

cos'K^-f^ = cotang«<p, 

38, 
Weim man in (Fig. 7s) die Wefthe von ef und ca? in Be»ehiing 
auf (• 31« auf ebendieselbe Weise entwickelt, wie §, 17., so erhält man 

1) eos*^ = sin^Kö— 6) + sinosmioos"iC. 

mx • sin a sin fr cos^ I C ._ a i r i r u 

^""* "^ sio^Ka— 6^ =cotang'^%^, folglich 

, $inl{a - !>) /f\ 
COSic = ^-r—, ', (l.) 

^ 810 V^ ^ 

Verführt man ferner wie §. 37. , so ist 

2) sin^fc = oos*^(a — *) — sinösinÄoos^iC, 

sin a sin h cos^ IC « • j* i i*^u 

^— -i- SS eon^^, folghch 

cos* j (a — b) ' ^ 

sin^c =: oosi(ö — A)sinx//. (EL). 

3) cos^ic ass »n*i(flf+ Ä) — sinaainÄsin^iC, 

sin a ünb sin" J C • a i r^i .!• u 

— r-777 — , , , = sm* \/>, folgbcm 

oos^c = 8inJ(ö4.Ä)cos\|^- (HL) 

4) mn^c z=z cm^(a + b) + nmamkbmv^iC, 

sin « sio & sin^ I C . . , i» ■ ■• i^ 

»inxc = S2Üi£i±. (IT.) 

20 • 
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Wiewohl für specielle FSlIe^ wenn nemlidi Seiten und Winkel 
ss90" oder es60f' oder «»45'' etc. oder einander gleich sind, jene Gle^ 
diungen $• 29. und 33« mandie Yerkorzangen erhalten, so könnte der hier 
Torgetragenen Behandlm^weise der Kugeldreiei&e die Einwendung ge« 
maeht werden, dafs dadurch die bekannten, sehr nützlichen 
Formeln für solche, worin 1 Seite oder 1 Winkeli oder 
mehrere zugleich, =90^ sind, nicht erhatten werden« Um 
dieser zu begegnen^ sei hier no^h beigef ügt> auf welche einfadie und zu« 
gleich anschauliche Weise jene Formeln beYTte^n werden kSnnen» 

4a 

In (Fig. 9.) mögen die Seiten ^sicss90^, B = ca, C^ap^ 
id sein. Zieht man dl durch bo^ af durch co, pf durch ao reditwink« 
hg, so siiineiden sich dl und af in h rechtwinklig, py aber die YerUln- 
gerung tou bo so, dals Winkel okm:=^B, es mag B< oder >»9QPseitt« 
Schneidet man hf mit fff^ss gd = sin C^ und machft klssh es sin£ cosr^ 
fo ist «/=sinB und Winkel fffizs^b^ gif^=.e^ daher in dem A/^i 
sinBsinc=ssinCsini6. Zieht man kn senkrecht gegen pq und macht 
/nAsssm^ssrsinC, so fat Winkel ^mn^sLOy km^=smnCoMa^ in=zünb; 
iÜMigens omsscosCszzgo und eossiconB^ Daher ist (für den Halb* 
messer ss 1) 

1) in = mn.mktmn^ JU i« 
sin b =z %mB üna^ 

2) go SS he, d« i. 

cosC SÄ sinBcosc, foli^lich» da sittfi= — i : 

' " ' 8inc 

3) eot C s= sin Ä cot c , desgleichen 
eotB = sine cot6; 

4) om z=z km.teingotm, d# i« 
oosC = sinCcosa tangB, oder 
cot C coiB = cos a. 

5) Aus No. 4«, 1« und 3. folgt 

eosB = eeta tangc, und aus 3* und 4i 

6) cosa = eosÄ coso» 

41« 

Für ein rechtwinkliges Kugeldreieck sei ( Fig. 10. ) ebenfalls an 
gro&ter Kreis, worin bcs=iA die lljpotenuse, crAssr, ad :st B dicKa* 
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theten* Zieht man c<f dnreh bo^ dk durah ao rechtwiokBg, «o liegt der 
Diirebsohnittspunct dieser Linien h bekaantlich in aOy und ist r^sasin^^ 
gotsseosj/^ g'h^zünJ conb, </Ä = sinfi, hossiOwB. Zieht man /^/ 
senkreeht gegen g;e und macht gffszcg^s^üajij so ist Afs^dhzssnmß, 
Winkel /^Ä =: Ä und /Ä^ = a=:90P. Oaber 

1) Af^=^ ff /•sin/ff Af d. u sinB =3 sio^sin&^i 

2) ^^cs Äo.eosf o/l^ d«i« cos^ = oosJSoosCi 

3) ffhssz goAMgffoh, d.K 

ttnudfeosiss cos^tangC^ oder tang^ooii6 = tangC; 

4) ffhsoi Ao.ning^ohp d. u 

sin^^eosÄ b= cosB sinC, oder, da tfn^s=-r-r (!•)• 

tangB = smCcoti; und. weil sin jtf = -r-— : 

5) cosi c=oosBsinCy wie auch {b und c yertausdit) 

cosc c=GosCsin6i woram durch Multiplication und SuBstitution 
aus No. 2« 

6) oot 6 cot c^ B cos J. 

Wenn ji und B oder C>9(y sind^ so ergeben sich dfese Formeln eben 
so leicht^ wenn man die Ergänzungen derselben zu 180^ in den Kreis trSgt* 

42. 
Da(s endfieh uMh der in diesem Aufsätze angedeuteten Methode alle 
Aufgaben der sphärischen Trigonometrie sehr einfach durch Construction 
gelöst^ uud dabei auch die Winkel auf ebendenselben gro^tea Kreis redudrt 
und in demselben mit den Seiten vwglichen werden köoaoti^ bedarf kaum 
der Erwähnung. Darauf hier weiter einzugeben^ erlauben die Grenzen nicht, 
in welchen sich diese Abhandlung zu haften hat, und wegen wefcher darin, die 
völlige Bekanntschaft mit dem gegenwfirtigaai Zustande der Trigonometrie 
voraussetzend^ Vieles ohne Erörterung hiageatdlt ist* Sollten die* hier mitgo«» 
theiltpn Ansidhten der Beachtung, nicht unwürdig befunden werden, so wird 
es leidit sein, nicht nur überhaupt die Sachen vollkommener zu gestalten^ 
sondern auch für einzelne Sätze strengere und elegantere Beweise zu liefern r 
Da eine mit Schwierigkeit neu gebrochene Bahn, VH>mjt der Yerf« seine M.e^ 
tbode vergleichen zu kennen glaubt^ w^iigstens kt er darin keinem Yorgan« 
ger gefolgt^ nicht sogleidi die wfinseh^nswerthe Ebenheit und Bequemlich« 
keit zu haben pflegt, so hoffi er, wegen MangelhaCügkeit um gütige Nacfasiclit 
und freundliche Zurechtweisung bitten zu dürfen» 
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10. 

Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung, 

(Fortsetzung des AuSntis/tß No. 1. Im Torigen Hefte.) 
(Von dem Herrn Dr. Stern ^ zo Gottiogeo«) 



B VerwaDdlfiDe gegebener Kettenbrudie io andere , sowohl der endlkheo ab 

der unendlichen. 

17. 

hj% wurde Mhon firuher ($. 2.) an eioem Beis|)ieie gezeigt^ dafs mehrere 
Kettenbrüche , die nidit identisch amd^ einander gidch sein können« Es 
sollen nun hier die erhebfiohsten Methoden gegeben werden , vermitteht 
welcher man einen gegebenen Kettenbnich^ seines Wwthes unbeschadet^ 
in einen andern verwandeln kann« Der Nutzen sokdier Terwandlungen 
wird sich beim spSter^i Gebraudie von selbst ergeben. Der Raum^Erspa- 
rung wegen soU aber von jetzt an in den meisten Fallen eine anidere Be- 
zeidmuog für die Kettenbriiche angewandt werden; nemlaob statt der frn* 
heren Bezeichnungsart: 

"'■^a. + etc. 
schreibe ich jetzt : F{a^ o^) = F{n ^ Ä, ; a^^ö^: c, etc.) , wo abo immer 
zwischen einem Theilzfihler imd dem dazu gehörenden Theilaenner zwtt 
Functe stehen. Sollte ein Theilzähler oder Theilnenner sdioo ein Bruch 
sein 9 so wird er auch in Form eines Bruches gesdnrid^en. Ware z. B« 

der Bruch ^-{—ff- g^g^ben^ so wiirde dieser Bruch nach der neuen Be» 



— elc. 



Zeichnung» wie folgt ausgedrSd^t werden mSssen : F (a -f- j^ : a, + i, : j^ etc.) . 

Sollte ein Theilzähler oder Th^lnenner aus mehreren ^ durch + verbun* 
denen Gliedern bestehen , so werde ich ihn, wenn Zweideutigkeit ent- 
stehen könnte^ in Klanouruem einschliefsen* 
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18. 
In jedem Kettenbruche Z' (a, a^^ J kann man^ leinesWer« 
thes unbeschadet^ einen Theilzähler^ dea darauf folgenden 
Theilnenner und den auf diesen folgenden Theilzahler mit 
einem und demselben beliebigen Ausdrucke muItipLiciren 
oder dividirea» Für endKche Kettenbriiche ist der Satz schon früher 
bewiesen worden (§• 10.); es ist aber leicht einzusehen, dals er auch 
für unendliche gilt, wenn man den Werth des unendlichen Kettenbrachs 

^(^mJ^i9 ^m-Hi) = -r setzt, weil am angefahrten Orte über die Werthe von 

s and t gar nichts Näheres bestinmit worden ist. Hierdurch erhalt mau 
ein Mittel, Kettenbriiche, deren Theilzahler oder Theilnenner Bruche sind, 
in andere zu verwandeln, deren Theilzahler oder Theilnenner keine Bräche 

enthalten« Es sei z« B. der Kettenlmich uietzF(—+-^:~^-^: — etc.] , 
SO ist 

Man sieht, dals auf diese Weise alle g^rodienen Theihsahler und TheS« 
nenner weggesdu^ werden können, den ersten Theilnenner — jedoch 
ausgenommeq. 

19. 
Da der Werth eines Kettenbruchs derselbe bleibt, wenn man zwei 
auf einander folgende Theilzahler &^, b„^^ imd den dazwischen liegenden 
Theilnenner a^ mit — 1 multiplicirt, so kann man jeden Kettenbnicb mit 
negativen Theilnennern in einen andern verwandeln, der nur positive Theil« 
nenner enthält, den er<^ten ThcHlnenuer ausgenonunea, der sem Vorzei- 
chen behalt. Es aei z. B. dat Kettenbruch 

so ist 

ATzf\±a — Kia^ — Äg: — a. + ^aS — «letc*) 

:= F(±a — 6, : Äj 4- *,: a^ — h^ : — a^, etc.) 
Sind aber die Theilnenuer eines Kettenbruches alle positiv, so ist es leicht. 
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die etwa darin eiithalteneD negatiTfn Theilzäliier w^uMhaflSMi^ und so 
den Bradi m euieo anderen au verwandeln t der nur pMitKre Tlieilaählef 
und Tbalnenner enthält. Denn es ist dl^mein 

>fm'Ou man sidi leidbt nbenumgen kann^ wenn man beide Brache in ge- 
wöhnliche rerwandelt« Will man also den Kettenhnieh 

^ s=s F[a — b^Kf,, — ^a'ö^t — Äiiöjetc,) 
in einen anderen Fer^randeln, der nur positive TheSzfliler haft| so setze man 
R=F(—b^:a^~b^;a^eit.), also i = F{\a—l]+i zi ^b,i o,—6,^R}i 
nun setze man JR'=F( — ^iia^eto.)^ also fi=sF(— l+l:l-|-A,:o, — ^+1^1) 

und ^=/'([ö— 13 + l:l + *i5(«i— *a— i)+l:l + 4t:«t— *t+Ä.), und 
eben so findet man ji := 

Dieser Bruch wird daher nur positive Theilsahler und Theiln^iner eDt- 
halten^ wenn nicht ^tiva irgend ein Theünenner c^ kleiner ist als 6«^«« 

20. 

Ein Kettenbrnob, der gebrochene oder n^gstive TheüsShler oder 
Th^ilnenner enthalt, kann also zuerst nach (§• 18«) in einen andern Ter- 
wandelt wwden. der nur ganze Theilzahler und Theilnenner enthält« die- 
ser >vieder nach (§• 19.) in einen andern, der nur positive Theilzahler und 
Tlieiinenner hat {den erwähnten AusnafamebU bei Seite gesetzt); nur 
der erste Theilnenner könnte gd>rocfaeu oder n^ätir sein, diesen branebte 
man alsdann nur auf die andere Seife zu bringen, um auf der emen Seite 
einen kettenbrucfa mit blas ganzen positiven TheüzShlem und Theil- 
neniiem za haben. UmduKb ist dne frühere Behaiq^tung gecechtfiMrtigt 
(vergK §• II.). 

21. 

Will man einen Kettenbruch mit einer Zahl jr mult^rfiearea , so 
braucht man nur deu ersten Thdlzahler und Tbtflnenner mit « zn mul- 
tipliciren. Ist z. B. der Kettenbrueh Acsa-^-j^ g^eben, wo R wieder 

dieSuaune eines Kettenbruchs ausdrudit, so hat man x.^sjr.ff-f-jr.^; 

ist der erste Theilnenner =:0, so braudit man nur den ersten TheüsaUbr 
mit X au multi[^ciren* Will man einen Kettenbrueh mit or dindiren, so 
man den ersten Theilnenner, und midl^lieire den aweifen Theil- 
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eKhler und zweibm TÜeÜMoner mit «r« Ist s« B« der Kettenbrndi A 



C~ CS — T ' I Ä • ©1 



JL 



22« 
Ist in dnem Kettenbmohe F(a^ a,„^) dn Tbdlz8liler d^caBOi so 
bricfat der Bmoh bei 6» ab^ wenn F(a^^ a,^ nicht ssO kU Hat man 
X. B. F(a, a^ zizF(a + ä. : ä. -f 0: a. etc.), und ist F(a., ö„^) nicbt =0, 

so ist F(a, 0,^s=sa-| — ^. Bfan darf aber nicht unbe^gt behaupten*), 

dafs, wenn da Theih&hler ^mCsO ist^ alle folgenden Glieder, des Wer« 
thes des Bruches unbesdiadet, weggelassen werden kfinuen, weil es uög« 

lieh ist, dals auch F(ß^^ ^m^^^^ ^$ und alsdami p, '^ — r ss — einra 

bestimmten Werth haben kann« Dab solche F^Ue wirklich vorkommen, 
wird sich qpUtw zeigen* 

23. 
Ist ein Thdlnennei' «s 0^ so lii&t sich der Kettenbruch zusammen- 

ziehen. Hat man z. B« F(a, a^ ss a +7ri *> ^ »o ist 

aber F(a.,0»«.+ p(sfj^. al«.F(c,aJ:^« + *^«+j^^ 
und da F(«„«J s=tf,-|-— 1^, so ist 

24. 
Aus %. 7m eigiebt dch eine Methode, jeden Kettenbruch in einen 
andern zu verwandeln, der weniger Thdlbrüche als der erste enthUlt, 
Es wurde nemlich dort gezeigt, dafii 

^ tÖff Wm<4>Ry *5» pV ■ > V i - 

ist, oder 



*) Diese Behauptoof findet num s. 0. ib Bytelweiu*s AiialysU Bd. !• ^273. 
CnUe'i Journal d. M. Bd. X, Hft.a. 21 
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find weon nu» «Ile Glieder mk «,.» a,„^ diTidirti 

Htenm folgt *' ""* 



0. 






Nun ist a^aM^»at,aM_4— a^£^_s.a.^ aM^^±fti. &••••• 5„^t ($. 8.), also 

lUglioh iit «uob 
■lto> 

''(<>ikn> ^>M^0 kffnnte» man wieder auE fihnUohe Weise wie (a.) und (2.) 
iffwindelD^ und mau sieht leicht^ wie sich der auf diese Weise erhaltene 
Kettenbruoh weiter fortsetzen Ittlst» Der gaoie* Ausdrud^ lafst sich aber 
iiocb sehr yereiofacben.. Zuv(irderst bemeeke* mao>. dals. überhaupt^ wenn 
^ irgend eine ganze Zahl bedeutet^ 



•-W 



vontiMgieMtst, dal» in4>»X«+l)''> >*t. F< 



> « li tt» *(»^0'"->' ' 

» —^ * / ftiw«-fr »■' «•«■>«40»« 

""" «««Hl > «(*fO'»-« ^***)« ••*»»*>■•(•**»-• +•««+*> «CH-i)»-»- ^\*l*H}» * •■W* 

Am (3.) und (4.) folgt 
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und daber 



W+ 



Sub«tituirt man Aesen Werth In (5.)^ tM> hat man, nadi gehöriger Reduotion: 
Z, = .. L X 

oder (nach %. 7. Fornu !>•) : 



) 



Aus C^.) folfrt 

alio^ nach (7.): 

r (Ä, ^nrfn/ =^ — ■ I flf ^m^ X "^ Z ^ ^ I • 

For J?i kann man nun wieder aeihen Werth aus (7.) subrtituiren^ und man 
^ieht^ wie auf diese Weise der ganze Kettenbmch for^gesetst werden iuuuw 
Man erhält abdann: 
8, F(a, a^O = 



-4-(«. 

I f Om-x ^ 



■ ^t '•• *^*Om4>t> < >m i ^ 









Wfire der erste Theilnenner iv ssO^ so wäre 0, a^^^ == A, « a^, aat^i und 



1 

woraus sich dann wieder der ganze gesuchte Kettenbmch entwickeln U&t« 
Betrachtet man die Formel (8.) mit Auimerksamkdt, so sieht man^ 
dals sie so yiel Theilbriiche enth&lt als man Gruppen a^y t^^.^; 0^+1» ^m^i 
u. s« w« hat. Im ursprünglichen Bruche F(a, flr^^J sind aber von «a» Im 
^m+i > letzteres nicht mit eingeschlossen , m Theilbriichey eben so viel von 
a^^^ bis a^ u. s* w« Der Kettenbruch (8.) enthält daber m mal weniger 
Glieder als der urspriinglicbe^ wenn man den ersten Theilnenner a nidi 
mitzählt. Übrigens folgt aus §. S. , dafs man in den vorhergehenden For 
mein die positiven oder negativen Zeichen nehmen muls^ je nachdem die 
Anzahl der in o, a,^-! enthaltenen TheilzShIer gerade oder ungerade^ d« h« 
je nachdem m ungerade oder gerade ist« 

21* 
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lie Formel (8.) ist besonders dann bequeni^ wenn der Kettonbnidi 
F(a, Om^J so bescfaaflPen is^ dnüi nadi einer AnsnU von m Theilbriieben 
dieselben ThdlzShler und TheOnenner m dersdben Ordnung wiederkebren, 
so dals 

*i • • • • Am =^ ^m^ • • • • ^t« = *tiii+i • • • • isn» «*«• Mt» 

Abdann ist 

aifOtm-i etc. / 

Man bemerke ferner» dals a, » d^. ==a. , a,,,.. • ff^ , a^.^i^ • a, y a^^. a^^^ 



ist ($• 7« D.)y abw nach der Voraussetzung o^ am-i^^^m+o ^iim-i» ^'^ 
«o «^tm«i — öt> «'m-i (flfmi «ti,»-i + K • «i, «i—t) = Ä», c„^, T, weun man 
r=ia^,a^^^+b^.a^ya,^ setzt. Hieraus folgt F(a^a^:=s 

-— - — iP'(a,ö«-i±*i....*,».«i,a„^:r.ö„a,^+ft,...,ft^(a»,a^,)»:r.a„tf««, 

oder (nach §, 18*) 

9. F(flr, a^„) a= F(a, a„^ ±b^ ..„ 6. : r± 6, .... J« : r ± fc .... 6«: t etc.). 

Es sei & B. der unendliche Kettenbmch F(2:3-h2;3+2:3 etc.) 
gegeben» und inan habe m == 3 gesetzt* Weil hier der erste Theilnenner 
SS ist» so ut tfi a„».t s=5 &, • ag| a.^» und a«» o„|.t der Nenner» &a« a«» a,«.! 

der ZShler des Bruches -3-1 —> ^^'^ ^i» ^ii»^^=sll> ^f^m^t^^^ femer 

>rt ai»ai,»^ssa^»atSsaA=:3»a«»Oc.^ der Zähler des Brudies 3 + y 1 A f 

«s 

also s=s39» und r8=:45» auch b^....b^sssb^.b^.b^z:sBj folglich F(afam^n) 
= TT^C6 + 8:45 + 8:45 + 8;45 etc.). Wurde man £ar m eine andere 
Zahl annehmen» so wurde man natürlich einen andern Ausdruck erhalten« 
Man kann aber auch ftir den Werth mzsz3 nodk andere Ausdrucke er* 
halten« Man rerwandle z« B. zuerst den Kettenbruch F(i 4-2:3 + 2:3 etc.) 
nach Formel (8.)» so erhält man tt^ (39 + 8: 45 + 8: 45 etc.)» also 
F(2:3 + 2:3 + 2:3etc.) = 2:,V^(39+8:45 + 8:45etc) = 

F(22:39 + 8:45 + 8:45etc.)» 
imd es Uelsen sidi auf ähnliche Weise noch ähnliche Verwandlungen des 
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Kettenbmohf F(2:3+2t3+2:3 ete.) bewenteUigen, der^ wie spBter erw 
heuen wird, ebe Wund der Gleichung a^+3^ — 2sssO ist« 

Noch ist der Fall merkwfirdig, wenn die TheBzähler und Theit- 
nenner in derselben Ordnung wiederkehren , jedoch mit Ausnahme von 
^f^hmj^^ ••••^gm ui^ ^mi^M««*« ^«M> die unter einander ungleich sein 
sollen« Ist aho l<,mp so hat man auch in diesem Falle allgemein 
«if «»^ ssa^^i ^hm-'%^=^ ^H^mf «3III-I etc* Femer ist (§. 7. Form« D.) 

und| da nach der Voraussetzung 

wenn man den in den Klammem ^ngesdilossenen Ausdruck ss Qr setst; 
folglich geht der Ausdruck (7.) in folgenden über: 

Es ist auch 

Setzt man ^(h-o» ^=' ^(h-duh-o ^^ bleibt der Werth von Q«. dwselbe^ wenn 
man die wiederkdirenden Theilzühler und Theiluenner in umgekehrter 
Ordnung nimmt ^)p da a^» a„,^ s=: a,,^^^ a,; statt a,^ n^^^ hätte man a«^, o^ 
s=s a^y flm-^ tuid statt a^» a,,^ hiitte man a^^ ^a^ssa^^ a^^ (§. 4« Form. C). 

Setzt man also i^(«> «m+i.) = --- — (a,öm-i±*S), »o wird der un- 

endliche Kettenbruch ^ in welchem die wiederkehrenden Theilztthler und 
Thdlnenner in umgekehrter Ordntmg Torkommen^ 

also der Unterschied der zwei unendlichen Kettenbrüche 

SS ' Kßt$ ^m^ *^ai p a^»,^; aa ^. ■ ■ v — ' ^g/ ^x » 



•) 0.h. drfsmaii stÄtt ir(a + fr|:at + frs:<'t+*«««+^>»-t-^>»-t + (m:ani etc.) sls* 
dann F(43'friS<»m-i + *fii.i««i»-«+-*«« + *»*«i-*«»-«iiie^) ba^ 
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Der UatttschSed der bdidien imendliclien Ketteiibradie . 

mndfln+bi :äii»-»+*j,«: ai»-,+^+AtS ^+^mSfl«+*ji 2fli»^+-...^ 
jft also 4ein Datetachiede der jiwei eDdliohen Kettenbroehe 
jr(a+i4,:ai+MM+i^Hi^:flj»-*)«ndi^(a+Äi:a,,,^ 

g^tkbjf und iTiitn den yeründeriiehen TheOnennem nnabhSogig *)» 

25. 
jSd aUen Im Tongen gezeigten Terwandlungen der Kettenbradie in 
tiid0r% milde der Kimstgriflf angewandt, dala man einen Theil des Ket- 
tenbrndm ab summirt betrachtete , diese Summe durch dnen Buchstaben 
ausdrvfikle^ und durch die Tarbindung dieses Budistabens mit den übrigen 
Oßedam des Kettenbruchs neue jkusdriidke £uid* Auf ähnliche Weise 
Jassen aich Kettenbriiche TidCBItl^ in andece rerwandefai; hier sollen nur 
noch folgende Terwandlungen erwähnt werden« Es sd der Kettenbruch 
Fifh^mi ^cfidien; man aetzß t^ia^fH^czR^ so ist 

wie man durch Bedudioii Jeicht jfindet JNun sei ^(aji^) s» R^y F(fh$ O 
sss R^ etc«^ so ist 

Ebfen so kSiuite jnan wieder Rt durah Hfflfe des Aiudruoka R^ Tttwanddo. 
Befreit mao alsdann den erhaltenen Kettenbrüoh Ton gebroehenen T(idl- 
nennera (nach §, 18.), so hat man 

Aus 9« 18. folgte dab man jeden Kettenbrudi in einen anderen verwan- 
deln kann, dessen Theilzahler alle ssl sind. Denn hat man den Ket- 



*) Mao Tergl. Euler ia d«D Comiti. ae^d. Peirop. T.IX. p.l23ff. l uftd Mos« 
bius io Crelle's Journ. fdr d. Math. fid.VL p.226C 
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da F(a^j a^) s=s i^Co, +&,:F(a3^ a^) ist« Ei ergiebt sioh hieraus Ton selbst^ 
auf w^ohe Weise diese Yerwandduiig fortgesetet werden kann« 
Aus i. 19. folgt 

Man kann also nach dieser Formel den Theilbruoh {• aus jedem KetteoN 
brudie wegschaffen. Durch Wiederholung desselben Verfahrens kann man 
auch mehrere solcher Theilbruche^ die aiiÜBinander folgen, wegsdiaffiM^ 
jedodi lalsi sich die Reduction alsdann bequemer nach ^•24« ausfuhren. 
Mau bemerke noch folgenden Ausdruck;. 

von dessen Richtigkeit man sidi durdi Reduction nberaeugen kann* 

26. 

Aus F(a, Uj^ kann lek^ht der Werth von ^ni r gefunden werden^ 

denn es ist 

F(a,a„,)ssa4r'57 — - — \t ah» ^^7 r =» — %. *i 



ist « = 0, so ist , ^i^o_^ 

oder, wefl Jr(n„ O = ^*"f' f^„ '«. ; ,) » 



FC«», a^i' 




27. 
IKe zwei nnendlÜKAen Kettenbruche 
F(flrir-|-ir:a,4'^i^^r+««5^«tc0 und JP(flj:Äg-|-^t*^+^5503«tc.)> 
die beziiglioh A^ B heilsen sollen^ sind für jeden Werth von ih ^r ^t ^^ 
mumder gleidir Denn na(A $• 18« SbI« 

sssF(a.^:a.^4^a.^:aA^a,za^+a^ta3ete.)=sF(a^ra,'^ 

\ 41 n a / 

=sF(ai:a,+ai..^:o».22 4.fl. ^:a^a^:a,et&^)=s£F(a-r:a.+a,:a.r|-a,:a.4'a.:a,eto.) 

\ Of a^ Oy f 

\ fl| CF|- 41^ / 
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Man srehi^ ^e maf diese Weise allm^lig der Kettenbniob^ In denKeft- 
tenbruch B verwandelt wird*)« 

Andwe Yerwandelungen werden sidi noob tpSter darUelen« 



C TerwaadeloDg der KatleabiScha lo Rafhaa« 

28. 
Oft kann es nfitzKdi aeini einen Kettenbruoh in eine Reihe n Ter» 
wandeln , besonders wenn -man den Wertli des enteren erforsdien wOli 
Die einfachste Methode, eine solche Yerwandeiun^ jsu beweikstalligeiit fat 
folgende. Es sei der eudUche oder unendliche Kettenbrudb F(a, aj} ge- 
geben« Man setse 
F(a,aJ = a +F(fl, «,)~« +F(a, a,)~F(n,a»)+F(a,a,)— F(«,iO .... 

Nun ist 



F(a,ii,)-F(a,ig«-%5V^ etc. («.80, 



also 



11 ^» •««!«« 



Diese R^be wird endlich oder unendlich srin, je nachdem es der Ketten« 
brach ist. Nimmt mau statt der ganzen Reihe nur einen Theil der suerst 

hervortreteuden Glieder • a. B« bis sum Gliede + — ' ■ ^**** ^ > so folgt 

aus der Darstellung^ duidb welche die Reihe gefunden wurde , dals man 
alsdann statt F(a,aJ) denWeith von F{a^aji) findet. Die angenommene 
Reihe wird also um eben so viel von F(ay a^ unterschieden sein, wie 
F(a,ai)f und man findet diesen Unterschied nach $• 8. 

Ist F(a,aj^) ein Kettenbrqch von der in $. 11. angegebenoi Be« 
schaffenhmt^ so ist Jeder t^ütere Nüherangsbruch dem wahren Werthe 
näher als eiu vorhergehender, folglich wird auch die entsprechende Reihe 
sich dem wahren Werthe desto mehr nähern , je mehr Glieder dersel^» 
ben **) mau zusammen nimmt, das heilst: die Reihe wird convergiren» 



' I > . 



«) Eiozeloa hierher gehoreodle Fälle, wie z.B. F(l:14-l:2+2;3etc0 = F(2;2'f3:3atc0 
bat schon E u 1 e r auf TerscbiedenBo Wegen gefunden. 

**) Und die hierdurch eutslehenden Werthe worden abwechsehid grober oder klei- 
ner als der Werth der ganzen unendlichen Reihe sein (^* II.)» 
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Dor Unterschied der aufeinander fofgenden NShenmgsbruehe wird immer 
kl^er^ je weiter man in der Rechnung fortgeht, folglich wird aneh der 
Werth der Gh'eder in der Reihe immer unbedeutender« 

Zur Erläuterung diene folgendes Bespiel, welcheB zugleich zeigt, 
wie mao durch solche Verwandlungen dei Werth eines Kettenhmchs 
finden kann« 

Es sei der Kettenbmch F(l:l + 1 :14.4:} +9tl +16:1 etc.) 
(wo die Theilzahler die Quadrate aller ganzen Zahlen, die Theihienner 
alle = 1 sind) gegeben, so ist a s= 0, a^ ss 1 ; a^, a« s= ? ; rr,,, aj = 6 ; 
a^, 04 = 24; . , . , fc, = 1; 6^= 1; 63 =4; • • • . t^ = (/w— 1)' und 

F(a,flJ = l—{ + x\—~T4**-* = *—^ + f — !•.•• ^^^ ^* bekannt- 
lieh der Anfang der Reibe, die den Logarithmen von 2 ausdrückt ; dafs aber 
der gegebene Kettenbruch wirklich =log2 ist, lälst sich, wie folgt, ^ei« 

gen. Es ist allgemein a., o^ = ^m«^i» ^m-^i + *i«««if ^i»~2 ($• 6.)> ^'^^ *ds 
vorliegenden Falle a, , a^ = a^ , a^,^^ -f- {m — 1)* (a^ , ci^^j. Ist daher a^ , a„^^ 
= (m — 1) (öl , c^f«-a) y so ist auch a^ya^r=m.a^^ a^^^ ; nun ist aber wiA- 
lich o^,a3 = 3.n^, a, ss3.2; «o a4=:4.a^y a, = 4*3*2, also überhaupt 
a^ , a^ SS 1 • 2 • 3 • • • • m« Das mte Glied der entstehenden Reibe Ist also 

, h. ,h^ • m m hm fl 1 • 2*. 3 • • • • (m -^1) . 1 

"^ ff i > ffw— i • fli ) fl'f« '^(1.2«3..*.m — i) • m "" m 

welches auch das m^^ Glied der Reihe, die den log 2 attsdruekt, ist« 

Wäre der Kettenbruch F(Ji:l+l:2 + 9i2 + ^Si2etc.)^ wo die 
Theilzähler vom zweiten an die Quadrate der ungraden Zahlen nach ihrer 
Folge, die Theihienner vom zweiten an, alle =: 2 sind ^), gegeben^ so bat 
man hier fc, = l, 6» = !, *a~(l+l-2)% Z'4 = (l+2.2)* und allgemein 
fc^ = (l+m — 2,2)»=(2/w — 3/. Ferner ist «äO, a.= l; «i,aa = 3; 
öo «3 = 3.5; a,, «4 = 3.5.7; . . . .; allgemein ist, weil «;,»== 2 und b, 
(2//I — 3)% «i,fl;« = 2.fl,,öm-i + (2OT — 3)*.a,,a,««a« I»t daher «,,0; 
s(2j7i — 3)^aj,a,„^, so ist auch a4,flr,, = (2;n— l).«^, a,^^; nun ist 



*) Bei dem häufigen Gebfaucli solcher Kettenbruchs, deren Tbeilglieder einem 
bestimmten Gesetze folgen, wäre e» gut, sie durch eine besondere Bezeichnung anzu« 
deuten, durch die das Gesetz sogleich erkannt würde. So z. B. konnte man den Tor« 
liegenden Kettenbruch durch x F[i: 14-(2a:4-i)*:2] andeuten» ebenso könnte der 

0—00 

Kettenbruch F(l:14.1:l + 4:l+9:14-16;l etc.) duicfa sc Fli:i+x^:i} ange- 

deutet werden, indem hierdurch gesagt wird, dafs man im erstea Falle für X nach 
einander die Werthe 0, 1, 2, 3, •««• im zweiten die Wertbe 1, 2#3| •••• setzen soll. 

CccUe's Jomal d. Hl Bd. X. Hft. 2. 22 
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aber a^^ 04=93; a^, 0,9955.^^, 0^^ a^^ «4=3 7.0^,05, ahooberhaiqpt a^^ a^ 
ss3«5i^7. •••(2iN~l); das m^'^ Glied der dem Ketteubmeh eatspredien« 

den Reihe ist daher _Jli^^^^ und diegao^ 

Reib^ «3l~^^|_^eto. ~-~^ wo « die Ludolphiache ZaU bedeutet, 

wie bekannt« 

Mann kann die Reihe (^*) audi in eine andere yerwandeln , die 
nur positive OBeder hat, wenn man immer zufm auf einander folgende 
Glieder, deren erstes das + Zeichen vor sieh hat, ad Art« Die Reihe wird 
alsdann s= 

Andere Methoden, Ketteabriiche in Reihen su verwandeln, wird das fol- 
gende Gapitel darbieten, 

29. 
Jede Reibe, die unter die Form äet Reihe {J.) gebracht werden 
kann, so dafs 0^ , a^ • • • • ^o ^2 • • • • ganze positive Zahlen sind, wird con« 
vei;gireu, weil man jede Summe eines Theils ihrer ersten Glieder als den 
Werth eines oonvei^irenden Kettenbruchs betraohten kann. Sind daher 
jF,jr,,jr,,^ y, y,, y,^, ganze positive Zahlen^ und man setat y^ ^y^^,*^, 
ss^, so wird jade Reihe oonvergiren, deren n% /i-f 1***, /i+2^ Glied 

seichen des n-^V^ Gliedes dem des n^ und /2+2^^ entg^engeaetjst ist. 

(IMe FoctietraBg.lblst ) 
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11- 

Memoire sur la resolution des eqaations a^^riqaes dont 

les racines ont entre elles un rapport donnet et sur 

Pintegration des eqaations differentidles Kneaires dont 

les integrales paticuli^res peuvent s^exprimer les unes 

par les auires*). 

(Par Mr, G. Libri de Floreoce.) 
La a rAcad^w Rojale des scieaces de Paris le 90. ScflnaBre 1890. 



Juonque Mr. Gauss piiblia (en 1801) sa m^moirabto d^oouyerte de la 
r^olutioii des ^uatiods lü dem termes, il atmon^a qua sa m^thode pouvait 
senrir aussi ia la diviaioD en parties Egales de l'afo de la L^kmisoate. Ce 
g^mdtre celäbre D'ajant jamais fait comidltre aon analjse^ je pensaii il 
y a quelques ann^es, que b jr^lution de oe probl^me pouvait offrir 
quelqu'interety et je m*y appliquai« Dans un m^moke prÄtent^ en 1825 
k rAoademie Rojale des sciences de Paris ^ j'expoiuu une methode nou« 
velle^ fort sinaple^ pow r^udre les ^quatiops k deux termes^ et pour 
trouver directettient les ^fuathns auziiiaires^ JTindiqutt en m^ne tems 
de quelle mani4re on pourait g^o^raliser ma m^diode et Fappliquer a 
une classe d'^quations a^^briques qui comprennent oelle d^oiä d^nd la 
multiseotion de la Lenmiseate« Le m^oire dont nous venons de parier 



*) On a averti let lecteurs de ce Journal« tome 7. pag. 57«, que le memoire No. 7», 

!«i commence h TenAroit cit^i aioai qua plusieurs aatresi qui suivraient, al qui qnt 
Ir« Q. Libri de Fiorence pour auteur> n^oat poiot ^te publi^s^ Mr. Libri s'^taut 
bora^y aen faire imprimer II sesfraiii eu 1829, 2i Fiorence, on petit aoflobaa d^exenu 
plairee, destia^s aoiquement i 6Cre diftribu^s i quelqciea amis; qua rasleur a bien 
vooiu parmettre la r^impressioo dans ce |ournal de ces aKelleata anoiceaiuc; qua d^aii- 
tres memoire» in^dita suirraieot» et que, lorsqu'on aerait arriY^ % tat mSmoires ineditf, 
on en ayertirait les lecteurs. 

Les m^moiias No. 7., 15. et 25* tome .7«, Ifo. 3. tome 9. cotttSnu^ sous les 
anmero 14. et 20. da mime tome» pnis le memoire No.2L tome' 9.« et eafia le me«- 




^u'ut vouT«ra aans u suiw. Viote ae i- 
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est teufours rest^ dans les ArchiTes de I IiiBtitut^ et cloit paratre daos le 
Reeueil de» Savans Etrangers^)^ 

L'iUiistre Abel, doBt les g^omeb'es regretteroot t^iijours la perte 
prematur^y publia en 1829 un travail tres-remarquable sur une daaacr 
«fequätioiis r^lubles algebriquement, mais 11 p^rit avant d'ayoir pu appE- 
quer son analjrse aiix belies formules qu'il avait dejä doon^ pour la 
midtiplication des fonctions elliptiques» II est inutile de dire qu'Abelne 
eonnaissart pas les recherches que f avais feiles pr^cddemment sur le meme 
Sujet« Seil g^nie n'avait pas besoia de connailre les id^ des autres, pour 

^) La resoIdtioD des ^quations a deox termes que j'avais troay^e en 1825, a 

Sro dans un memoire pr^dent sur la ih/orie des nombres* Quant a 1» muIlisectioD 
' la Lemniscate, roici un passage que Mr. Arago a bien touIu exiraire de mon 
memoire de 1^5: passage qui prouve que a cette epoque f avais deja n^bola la classe 
d'^quations dont je pablie maintenant la r^soluüoo. 

ff Institut de France; Acad^näe RoyaU des sdences^^ 

jiLe s^cr^taire perp^tuel de l'Academie pour les sciences malh^maüquet oertifie 
^qne ce qui suit est extrail du memoire que Mr. Guillauuie Libri a present^ a 
t» FAcad^mie, le 13. Juin 1825, sur la Iheorie des nombresy 

,1 Soit propos^e l'equation a** — 1 = 0, et soit ^ une racine priiniliTe du nombre 
^premier n; si I'on exprime par r^ , r^ , • • • . rj^i, les n — 1 racines de requation 

flC*— 1 

9, 7 = 0, il est clair qu'on aura 

f ) '*» ^ '*l > '*! ^^ ^ # ''4 "" 'l f ®*^» 5 

,, maintenant sl Ton isuppose que requation x^-|-ai x"*^*. •• . -^^crm^s^O a les m rs- 
„eines r^ , r,^ • • • • r» telles,. qu'en exprimant par ^{y) une fonctiott raiiaimeUe 
fiquelconque de y, on ait toujours 

„ on pourra encore resoudre compieteiuent Tequation x^ -|- a^ Jc**-* ««•«-f-am=sO 
f , ( lorsqu^elle n'a pas de facteurs rationnels) en employant la mdme metbode dont 
„Lsgrange s*est servi (dans les notes de la 11^ Edition de la Resolution des ^gfut- 
y^tions numcriques) gour resoudre l'equation k deax> termes." 

,,Certifie conforme 
,,a rorigiaal dcpose dans les archives» 

J. Arago.'* 

On Terra däns la suite de re memoire, que c'est pr^cisement par U metbode 
d« Lagrange, que je resous les equaüons donl je m^occupe ici. 
Faris le 7. Aout 1832: 

Guillaume Libri. 

Le redaoteuf du pr^nt Journal a eu sdu& \e% reux Torigioal du dit certifirat, 

?ui älteste que, daus les objels dont il s'agit, la prionte des idees apjiaHient l MV» 
#ibrL D'fln autre cole il a au«si la ronviclion la plus intime, fondi^ swr sa con- 
naissance detaiJlee des travanx de Mr. Abel, que celui-ci n*a pas eu In molndre cott«- 
aaisssnce des travaux anterieurs de Mc Lib^rlsur les m^mes objets. 

Note de i'edileiLr* 
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faire des d^uvertes« D'aiHieim fa diversit^ de aos m^thodes m<mtre 
aasez qae nous avons travaiH^ iodependamtnont Tun de Tautre. 

A l'epoque i laquelle ja! entrepris premieremcnt ces recherches^ 
OB ne eonnaissait pas eiicore les aoiivelles foroaules d'Abel pour la trans- 
formation des fonetion» elliptiques. Je suis done portir des ^quations^ que 
Fagnani avalt tt^uv^es lepremier et dontEuler s'^tait occup^ sans poih» 
voir les resoudre^ et qni serveiit a la multiseotioQ de la Lemniscate» J'ai 
montr^ que par la nature m^ne de leur formation, ces ^quations sonC 
decomposables en plusleurs facteurs rationoels,- cbaoun desquels sert it la 
divisiou de la Lemniscate en un nombre düf^rent de parties ^ et j'ai prouv^ 
que dana cbaque facteur les raeiaes coli entre elles ua rapport doan^« 
La multisection de la Lemniscate m'ayaat coaduit ä eoasid^rer des ^qua» 
tioDS dont les raeines avaient entre elles ua rapport donn^^ j'ai g(^n^als84 
ensuite hi questioB> et j^ai suppose que ee rapport ^t^t queloouque« A 
Taidedelu m^tfaode par laquelle La graage aToit resolu^ apresMr.Gausii^ 
les equations ä deux termes, je suis parvenu ä r^oudre completement les 
^quations dont toutes les raoinea peuvmit a'exprimer rationnellement par 
nne seule d'entre elles» Si les raciaes ent des rapport» donnes entre elles^ 
sans qu'on paisse eependant lea ramener toutes a etre des fonctions d'une 
seule, alors en ^^^ral le degr^ de T^quatioii propos<5e pourra etrf abaiss^« 
On doR observer qn'il n'est pas n^essaire que le rapport existant entre 
deux raeines soit lineaire par rapport A uae racine et rationnel par rap- 
port a l'autre, comme Abel l-avait suppose. Ge rapport peut &tve aiissi 
expirim^ par une fonction irrationnelle des deux raeines^ et dans uu graad 
aombre de cas la rcsolution s'effectuera de la meme manicre. Cetfe gen^ 
ralisation a'est pas une vaine speeulation ; eile m'a 6t6 indiqu^e par Ik 
question speciale qui m'avait oCcup^e d'abord« Car dans T^quation de 
Fagnani^ les radnes sont li^es entre elles par une ^quation qui, quoique 
trSs simple, contient des radioaux, D'ailleurs de cette maniere on parvient 
a resoudre une classe d'equations qui ^chappaient aux methodes connnes« 

Bans le probleme qui nä'avait occupe d abord (la^ multisection de la 
Lemniscate) c'est d^apres les rapports existans entre lea raeines qiron for« 
mait l'equation; mais ordinairement c'est requatton qui est donn^e^ sans 
que Ton sacbe s'U existe des rappoits entre les raeines^ H ^tait donc a^ 
eessaire de peuvoir reconnaitre a priori Texisteace de ces rapports^ d'a«- 
prds la- fora%e et lea valeurs des eoefficieas de l^^quation propos^ar J'ai 
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dierohd^ par coBa^quent, pour ohaque degnS, quelle» Valept las iqimidoM 
qfA admettttmt des n^ports ratioiiiieb eotre leun nMmes: et j*ai d^ter« 
mioä les eonditioiui aiuLipidles doHr^it ratblaire las eoeffioiens de oes ^que« 
tioiia e$n qu'eUes soient t^solubles per les prini^pea pr^oMena» Cea cou« 
difiODa aeot eacprim^ par des ^quationa md^evBiuidea qu'il a'agit de 
r^8ou^ en nombrea eotiers« On voit qiie la d^tramioatioo de ces eon- 
ditiona oom^^e la tibu^orie qu'Abel a publik: aar il n'avoit fieut qu'iBdi« 
qam une preprHk^ dea raomea qiii rendait r^lublea lea ^quatious dana 
lesqufifflea ^le ae trouraity maia {pour oompl^ter la rdsolutioa de cette 
question) il fallait determiiier vice versa ^ quelle« ^toient lea ^quationa 
doat lea raciues jouhiaiefit de eeUe propri^tej et o'est oe que j'ai fiut dana 
ee m^oire. 

Les raoiiiea dea ^quations^ dont lea ooeffioiens aout dea sombraa 
ratiouaels, doireut avoir de tek ra[^rta entre elles. qu'en lea elevant 
toutes ä une meme puttMauoe quelconque^ leur aomme soit toujoura une 
quantite rationnelle. On peut satisfaire ä cette cendition de differentea 
mani^reA: en iea diaoutant aueoessiTement^ je troure la r^lution d'une 
dasM assez g^n^le d'^quations alg^briquea, et plusieurs th^r^mea nou- 
v^eanx sur la comparaison des diverses puissanoea dea raoines irratianneUea 
dea equafions. Puk j'indique les conditions auxqudles iea coeffioiena 
d'une 4quation num^rique doivent satisfaire, afin que ses raciBes puissent 
dtre d^terminees d Taide d'autres ^quations de de|p^ moins elev^. La 
recherche de oes conditiooa oonduit enoore ik dea problemea d'analyse 
ind^termin^e. 

Dans la seconde partie de ce memoire , je eoosidere les int^ralea 
particutieres des ^quations diffi^ntiellea lin^aires^ cornntie des quantite 
analogues aux raoines des ^quationa alg^briqpiea, et j'en d^duis une d^- 
monstration fort simple du Theorie de Lag ränge. Je doone une for« 
mule g^n^le pour exprimer fint^rale d'une Ration diffi^rentidle fin^anre 
(dont le dernier terme est une fönction de jr) ea fonotion de ee damiar 
tcrme, et des integrales partieulierea qti'ainrait cette mteie ^uatien, ai soa 
demier terme etait ^gal a z^. Cette formule me parait utile poor ob* 
tenir rint^grale dierdb^ sans edfectiier les nombreuaea ^liminatioiia suo- 
ceasiTes qu'exige la Variation dea constantes arbitrairea» Je moatre enauite 
oomm^it on peut exprimer lea coelBoiens d'une ^quation dKff^entieUe 
lin^re an foncticm de aes int^^ralea partiaulierea^ et je troure des thte-> 
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reine« analQgues h ceux qoi ont ^te donn^s par Neffton sur les rap^ 
portB qui eodstent enfre les coeiBciens et les racines d'ime ^qudtkin alg^ 
brique« Enfin je lidi Toir coniment on peut int^er^ ou r&hure an moins 
ik des ^qoations d^ordre moio» ^ley^^ les ^quarions diffi^ntielles dont les 
integrales particulidres ont entre elles des rapports doands» Ces oonside^ 
rations trouvent une appUcation importante daus Tainal jse de raotion red* 
proqae des oorps semblables, soumis ä des forces de la m^e nature; et 
sp^oialement dans Taction mutuelle des corps ^hanflPiSs« 

J'avtts eo l'intention d'ajoater ioi une troisieine partie^ eontenant 
Tap^iGation des mSmes prineipes aiix ^quations ind^termin^es ; mais oomme 
ees reeherehes exigent de longs d^Teloppemens^ je r^Mnrerai pour un 
autre memoire oette partie de mon travaiL 



Premier artioIe# 



Eqvstioo« alg^briques. 

Etant donn^e une Lemnisoate^ on sajt *] 
parties Egales , on devra r^udre T^quation qui r^ultera de T^limi 
d'une des inconnues^ entre les deox ^quattons 

1, i,«____^, « rp — 

En effectuant r^Kmination et dtassant les radicaux^ on trouvera f^eqoatioo 

Z — (;t'«+20z"— 26^+20**+!)* + 
16(^— lU^+25 ««^+37«^«— 37*^—25«?+ 1U*—1) =: 0, 
qui peut se r^duire au huitidine degr^^ en fissant z* ss Vm 

Sf l'on Toulait dinser Pare de h Lemniseato en un nombre 2''+' 
de parties ^ales^ on anrait d r^soudre une ^qpation en «, qui r^uiterait 
de räimination des inoonmies entre les equations 



it satnfoire anx den: Equations (10 en iesantVsss;f:a% et 
sette supposition les disnz fiicteurs 
(l-h;&*f-4(l — «♦) = 0f X*— 2** + 5=:=0; 



*) FagDttoi/ produzioni matematiche. 1750. 2 ß^ol. in ho. Tonu 1. p. 363. 
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qm ^viMEcmt I'^quation Z :=% laqiteHe prendra la forme 

Kons ayoDB obtenu r^ation Z = 0^ en ^Uminant u entre les deux aqua- 
tions {l.)y mais on aurait obtenu une ^uatioii de la meme forme en u 
fli Ton avait ^limin^ p entre oes memes ^quationt (L). II r^ulte de \ä 
que les racines de l'^quatian en u devront etre Egales aux radnes de 
l'^iatiOQ en Zy et qiie ii l'i^uation Z as a une raeine z^ ss r*, eile eo 

devra avmr aussi ime autre de la forme ..\ ^f^ • Lorsqu'on suppose 
que oette seconde racSae soit ^gale a la prenuere, ob a T^quation 

qui donne les deux faoteurs du huitieme degre que nous avons deju trou« 
w6b. Mais si Ton suppose qii'dle est diffSrente de la premiSre i ailors on 
a le rapport ^ ^ i6rt(t>-r:)^ 

qoi doit exister entre deux racines vsaerx^ z:=sri du focteur 

En gcn^ral aa Toit eonmient on peut appliquer les memes prin« 
dpes aux equations (2.) qni donnent la division de la Lemniscate en S^-f-l 
parties egales. 

Si au lieu des Equations 

Oü considere en g^n^ral les deux Equations simultan^ 

OB aura en ^liminant: 

c=(p(<P(«)), jp = (p((P(jr)); 

et fl est clair que Ton pourra faire z = ^(2)9 at = ^(ar), et que Ton aura 

n fout observer ici que dans T^uation -F\(«)«0, ou F^(x) = 0, 
s'n j a une raeine zs;=r^f il y^ en aura toujours une autre ;s = r2 de la 
forme ri==^(ri). 

Etant donn^ les deux Equations 

» = (P(x), m:z:=^F(z\ 
M Ton a en g^n^ral ^iF(x))szF{(p{w)), on aora d'abörd les deux equa- 
tions «=:<P(x), « = i^(«), qui devront diyiser T^quation «ä(P(F(«)), et 
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puis l'equatioa v(F(z))^z . _ 

sera telio qii'^'tant donn^e iine racine z^^ti^ il y en aura toujours une 
aiitre dz^^^r^ teile qaon ait r, = ^(ri), et une troisieme sssr, qui don- 
Bera rj=:F(ri). 

Si Ton avttt les deux ^(juation» <p(x, y)=: 0, <p(y, jp) = 0, od en 
deduirait deiix eqnatioD» de la forme y^=i\p(x)j j7=:\^(/), et ou «erait 
dans le cas que nous avons d^*a considere» 

II £aut observer que tout ee que oous venoBs de dire, est vrai 
quelle que soit la forme des* fonctions (p et F. 

Maintenant nous allons voir comment oa peut rejsoadre r^quatioti 
F, {x) = 0^ 

Lagrange a d^montr^^)^ que si Ton repr^sente par or^, jf;^ ••• . jr,«, 
les m raoines de requation 

X = x^'\'a, x'^' + öt,„ = 0, 

et par 1, «, a^, • . . . a'^^ les m racines de l'^quation y"^ — 1 s=0, on 
pourra exprimer les raoines de AI =1 0^ de la mani^re suivante« 

D'abord on considercra la fonction 

qui est une fonction invariable des quantit^s 

C^ JL*l p et X2 y et X-^ • 9 9 CC *^rn ^ 

et dans laquelle^ par consdquent^ le resultat des permutations des raoincfs 
^'1 , jTo, X39 • • • • etc. entre ellesy sera le memo que celui des puissances 
de et entre elles« La quantit^ / est ce que Lagrange äppelle la racine 
de retfuation rcsolimnte. 

II faut observer que at sera le r^ultat des permutations simulta« 
nees de Xi en jr.^, de jr, en jt», • • • • et de jt^ eu a-^ a cause de a'" = 1. 
De meme a^t s^a le r^ultat des permutations simultan^es de Xi en x^^ 
de X2 en Xi^^ et ainsi de suite. Donc si / est une racine de l'^quation 
resolvante, les produits at^ o^t^ ot^t^. . . . ot^'^^t^ seront aussi des racines 
de la meme ^quation. Par conscc|uent une equation de la forme 

jP = ^p + ^,tP-' . • . • + ^^ = 0, 
dont les racines foumissent les valeurs de t^ ne devra pas ohanger en y 



*) Memoire» de Berlin pour laones 1/70. Trait^ de h resolulion des equations 
onm4ric]ues 2'*'- edition. Note 12. 
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ohangeant t Bn at^ t en a^t^J en a'/, et aimi de suite« I^oiEi il est fo« 
die de eondure qo'elle ne defr» oooteiiir que dm pumüiim de t doat 
lei expoiaos loiest multiples äe m^ & ctnie de «T n 1« Für oene^quent 
•i dens V^qjaaßcfa F tm 0^ on liit i'^am^ on «ra one ^qnetiott m6^ dont 
lee raeioes serant lee £ffifreiiteft valeun de r^sdltantes dee pemutelioiiB 
dee nanm x^y x^f #••# dr^f entre eHee« MtuBtenent 4 etuM de «** = 
»^ « • « • SS 1 , rexpcwiion de Mca de la ibmie 

diDs laquelle lee quaattt^ £,, l^ ^ai • • •• etOti seroot dee fomtioiie iih 
eommee de XifXt^^sf •••• «to« V^ enront ea t6n4nl lepc<^n^ d'dtre 
inTaritblee pour lee pemiutatioiw eimnlten^ de o^i en m^y de ^^2 eo jts^ 
et de jr„» en Xii pde de 4rt en or,, de 0^2 «n jr« et ainei de eoite« 

Lei quintü^ ^y ^^ ^9 ete» ^tmt eoaeoeii mt mtnk tont de snite 

lee Taleiire de Xi^ »2% ^sf ^^ Car puieque v^sst^^ en a tsss^Q^ et ei 
on d^note per 1^ «^ ß, y^ eto. lee raeinee de r^qoation y^ — 1 os 0^ et qne 
Ton repr^eente per 0uf ^n ^a» ^<>* Iw Taleure de qid r^pendlent ä b 
subetitotion enooeeehre de l^ »1 ß» y, etc. ä la plaoe de a dane b Tabor 

de 0| on aura (d eauee de /ss^i+^^ai •#•• +«'*''^^») ba ^quatbna 
enirantee m 

.r, + aJTj + thXy • . • . + »m-^iX^ =: /6|, 



ete« 



qui par addStion donneront 

et par auMe on obtbndra lee autree racioee« 

Nainteuant eoit propoe^ de r^eoudre l'^qnalpon 

du degr^ m, en suppoeant que m-f 1 eoit on nombre prembr« 81 Ton 
rcpreeente par t Tone dee racuiee de eette ^qnation et par a l'one dee 
raoiiics primitiTee du nombre premicr m + 1 ^ fl eet dbir qne tontee ba 
racioee de 1 equation XgSsO eeront exprim^ par be quantit^ 



11. C. Libri, remarques sur la rholution des /quaiions algAriques 175 

et 81 Ton compare I'^quatioii Xi ss 0, A T^quatioD XssO^ que nons avora 
oonsid^r^ preoMemmeDti on ämm^ dami la yaleiir de 

t z=z Xi-\- otX2 . . • • + cT^^x^, 
mbaliliier r an um de se^^ r^ au Ceu de s^, r^ au lieu de xs , et aiiisi de 
nntei et fon anva 

a Stallt Vtme Am raofaiea de l'^ation y"" — 1 =0» 

A präsent ai l'on fiat Os:/"'^ et que dam le developpemeiit de 
f^ on rabaiue lea pulnanoea de « et de r au desaous de «'^ et de r"^^' 
par lea ^quations a^=:iy 1*"*+^ es 1 , en ordonnant 9 par lea pinaanoai 
asoendantea ie Cp im anra i^quation 

dana laqueHe lea quantit^ ^o» ^19 ^2^ «te» seront dea fcmctions rationneU 
lea et entidrea de r tdlea qo^^ea ne changenwt pas par la subatitution 
de /^ ik la place de r^ de /^ & Ihi place de r^^ de r' d la place de r"^t 
et ainai de suite; ou bietf (oe qin eat U mtoie choae) d'abord par la antn 
atitution de /^ t^ la place de r^ et pnia par ceUe ile r^ d la plaoe de r et 
Ainai de auite« 

Namtenant^ tonte fonotion ratfonnaQe et entidre tte r dana laqualle 
^m+i ss^i^ peut toujours se r^uire ik la forme 

A + Br+Cr^ .... +-?V^f 
(lea cpiantit^a A^ By C^ ...^ N^ ^tant dea iioiol>r0a donn^ {ndi^peiidana 
de r); mais comme lea puissancea r, ^f ^^p. r^^ peuvent Stre repr^en«- 
t^esy dana le cas actueli par lea puissaneaa r^ r^» r* ^ etc. (quoique dana 
im autre ordre) , il en riSauite que toute ibnctkm ^f ratkmneUe et en- 
tiere de r^ pourra se reduire h la forme 

en prenant pour A^ B, C, 0^.. JV^ dm eoelBcomii quelcooquea ind^pea«» 
dana de n 

A pr^aent it Ton auppose qne la fonetioa ^ i^r^sente Tune quel-- 
conque dea fimotiona |u9 ^19 ^39 ^c. compaie dans la raleur de O5 on 
aait qu'elle doit rester la meme en j aniiatiiiumt r* ä la place de r; et fl 
finidra que Ton alt («1 op&«nt cette aubatitution) : 

5 te A + Br^+C^^ •••• +/Vr, 

d'oo 1 an d^nira 

BsbC, C^D, D^E, .... rt^By 

23* 



• • • • 
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et pac suite 

et enfin 

(en appelant s la somine des racines de T^quation x^'\'sp'^^ 
•••# +^'i*l^=0)9 ^ ?"> doDnera ^=5 — 1; et les quantit^ 1.)^ ^o &f ^^* 
qui entrent dans la valetir de 9 seront tonte» de la fonii#^ j44'Bs=zA — J9, 
Les coeiBdens ji et B ne d^temiHieDt per le developpement ao- 
fuel de la fonction Os/**» et puisqiie les quantit^ |o9 ^o h^ ^c« cobh 
prises dans la fonction 9^ sont toutes de la fonne ji — By elles seront 
toutes Gonnues immediatement sans d^pendre d'ancune eqiiation (exoeptee 
l'equation y^ — 1^=0^ qni est semblable a T^quatioo proposee, mais de 
degre inferieur). De sorte qu'en indiquant par 1, a, ß^ y^ etc. les ra« 
dnes de l'equation y'^— 1=0^ et par 9of ^i» O29 «tc les valeurs de 
aui r^Dondent u la Substitution de ces radnes ä la place de a« on obtimdra 



Tn m m im 



Ayant troure la Taleur de la racme r^ on aiira toutes les aiitras par les 

puissances r*, c" , • . • • r** , et Tevination x'^*— 1=0, sera resolue 
completcment A Taide de reipiation y"' — 1=:0# 

En reprdscntaut par ri , /n , Ts ^ « • • • r^ , les m racines de lequatUm 

x'"^x'^' +x-+ar+l = 0, 

on a TU qu elles pouvaient toutes se representer par la s^rie 



2 m—i 

^I> ''iJ ''i 5 • • • • ^1 f 



dans laquelle a est une racino primitive du nombre premier m -f- 1 ^ on 
aura par consequent 

et on a montre commeut Ton pouvait trouver toutes ces racines. A pr^«* 
sent si en generalisant cette question^ on suppose qu'etant propo8i^e requation 

(qui na point de facteur rationnel) et qu'en indiquant ses radnes par 
f^iy ^29 •••• ^mf ^1<^ soient liees entre elles par les equations 

/'2 = <P C>i}, ^3 = <P (/-a), . . . . r^ = (P (r^.O, r^ = $ (r^)^ 
dans lesquelles (P(0 exprime en general une fonction rationnelle et eii- 
tiere de r^y nous allons Toir que par une ni^thode analogue a celle dont 
Lagrange s'est servi pour resoudre T^uation jr"* -f- jr"*** . . . . + Jr + 1 = 0, 
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et qae not» Tenons A'exponWf on pomra frouver tootes les radneB de 

1 equitioB ^^^^ ^ ^^ 

£n effet si Ton r^pete le raisonnement ilont neu» bous «ommes 
servil poup la r^Iution de T^quation a?'~ + o?'""* . . . * -|- ar + 1 = 0, on 
trouvera que la fonction 

deviendra (pour le cas de I'^quation X2 sss 0) de la forme surrante : 

et si Ton fait pour abreger 

et ainsi de suite^ ou trouvera 

a «taut Tuue de« racines de r^quation y"* — 1 = 0, qui est toujours r^so« 
Itrble d'apros ce qui pr^cede« 

Maintenant si Ton fait Qssf^^ et que daas le developpement de t"^ 
on rabaisse les puissanoes de et au dessous de a"^^ et les puissancof> de r» 
au dessous de r^, ^ l'aide des deux equations a"^ =: 1, F(ri) s=s Oj ü aura, 
en ordonnant par les puissances ascendantes de a, I'^quation 

dans laquelFe les quantit^s ^o> |o ^29 « * • • ^m-i> seront des fonctions ra« 
tionnelles et entieres de r^ tdles qu'eües ne cbangeront pas par la Sub- 
stitution de (pi(rji) A la place de r^^ de <p2W " '0 place de (pi;(ri)j de 
93(^1) ^ la place (P2(/'])9 et ainsi de suite; ou bien en gen<$ral on pourra 
dire que ces fonctions ne cbangeront pas par la Substitution complete de 
<Pi;(ri) A ta place de (pr^, et qu'elles ne cbangeront pas non plus en met* 
tant ^2(^1)9 ou <p3(ri)9 4\ la place de r^ et ainsi de suite» 

A presenf, h cause de T^quation ^(rj = 0, il est Evident que d'une 
fonction rationnelie et entiore de Vi qiielconque, on peut toujours ^iiminer 
toutes les puissances de r^ snp^rieures & r'^y et qu'etle pourra se r^doire 

A la forme ^ + Br, + Crl.,.. + N,^, 

on aura pa« conserpient leg ^quatiom 

r, = (p, (rO « ^, + F, r, + C, r\ . . . + iT^ rr, 



<P„(r,) as ^„ + J5„r, -f C^r» . ... + N^r^. 
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Mais eoaiiiie 4oiitM les ndnes r^ r^y t^^ «te^ seot lo^tfes, ^wäqam ptr 
hjpotliese l'^quation X^ = 0^ A*m point de fiieteiir ntionndy oo ne po«m 
paa aToir deux de ces ^quatieiis dont lea coeflkiais aoieot ^gaux. Alors 
en oonsid^rant chacune des puissaBoes Ti^ r% r\^ .... r^, eomme des 
inooimnes diflP^rentes, dam les Ration pr^eMsiitesi B est Am que per 
l'^liimnation on obtiendra 

r, = Ai + Bx(PiC''i)+C|^,(rO...; +N,(P«(r|), 

et par coos^ent toute fonetioD. | ratioimelle et enttöre de rg povmi 
s'exprimer de oette maniere: 

I = ^ + ^1^1(^1) + /2<p2(ri) • • • • + '-^M W. 

Si au lieu de la foncticm ^ on pread one qaelocmque des fonetbns 
hy Ci«*««^'"~~^> m^ doivent rester les mtoes en changeant r« en (piir^)^ 
on trouvera les deux ^quations 

^0 = / + t,(p^^r,) + r,^,(rO . . . . + U(Pt(r,\ 
d'ou il r^ulte ti =/m> t^^ss^t^y etc. et par suite ^ 

i> — t + ^(<Pi(rO + ^2(^1) • ... + <p«(rO) te /— ^ifl^o 
ear (<P (/*i) + ^2 (^1) • • • • +^m(''i)) exprime In sonune des raoines de Te- 
quation X^^^Oy et par oons^quent est ^gale ik-*a|. On troaE?era de 
meme pour ^i, ^2^ etc. des valeurs semblables; et Ton anra les raleani 
de t — tiOi par le d^eloppement aetuel de Is finaetion 9s=f**» Meinte» 
nant si Ton appelle 1, «^ ß^ y, etc« les raoines de r^qnaliQn y*— 1 =0| 
et par do> ^u Oat eto«, les valeurs de 9 qui r^ondent k In substüntion 
de oes valeurs a la place de o, on aurra 



in ^ 



et r^quation X, = 0, sera completement r^solue, oar tonies les Miras ra- 
eines se deduiront de oeHe-d ä Taide des ^ations r%tat<Pg(r^y Tjss 
^,(r,), etc. 

Nous avons suppos^ que toutes les raobies de T^S^pation X^csO 
etaient liees entre elles par nn meme ^qnation r^mmtp^r^^ r^ss(p(r2) etc. 
Mais 81 oette condition n'^tait pas remplie, et que oette relation n'existftt 
qu entre quelques unes de ces räcines seulement^ r^quati«» propos^ anraift 
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iin faoteur rationnel^ qu'on pourrait troiiTPT ais^ment en chenhaat ime 
translbnii^ Xs^sO teile qoe «et meinet foiaeDt des fonelioM <p des ra- 
cines de T^atioB X, ss 0« Car 3 est dair qu-en cherdiaiit le plus graed 
oommun divueur A ss 0^ entre X, s= 0^ et ^3 = 0, l'^qtiatioii A =: ae 
contieodrait que las racuies li^ entre eUes par te rapport Tj ss (p{r^^ 
r3=:<p(r2)^ etc^ et pourrait se r^udre oompletement par la methode 
pr^o^dente. £n g^n^ral si toutes les racines d'uoe equation alg^brique 
peuTent toe exprim^ea ratioimeUenittit par rime d'elie^ de mamdre qu'on 
ait^ par exemple: 



ou pourra toujours d^oonqpoaer T^quation gaiapos^ en autant de faoteurs 
rationneb qu'O y a de fonction» (Pf S% ^> ^^t ^ l'^ide d'une ^quation dont 
le d^^ sera ^pd au moindre nombr« de moinaa qui entre dans une des 
periodes ^1% ^t 9 oto# 

que nous venons de trourer» 

Soit X|,ssO, une ^quation du degr^ nsamp^ et soient 

'"1 > ^2 f ^S 9 •••• ^m 9 

fm'^if ^m^2% '*M4l,f •••• '•a»> 

# • • et»»f 

ses raoines^ de manidre que Ton ait 

(en expriaiant tot^oors par <Pi une fonetion rationelle et entiere) mais de 
Sorte qu^aucune ^quatkm semMaUe ne puisse exister entre les raoineB des 
di£P(^rens groapes# Alora on dierdiera une transfom^ AV » 0^ teile que 
les raobea soient ^ales ä la somme des radnes de X„ s^^ 0, prises m k 
la fois« Et en m^me tem ou cheniiera une autre transform^ Xt = 0^ 
tdle que M Ton fiut 

les racines de Xi == soient une fonotion F des racines de l'eqnatien 
X„s=0. Les deux ^quatfons Xr^O, X|SsO^ auroal un faoleur fx>m« 
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mun D du degre />, et en fesant /) = 0^ les raoines de Z) = foarni* 
ront la r^solution eomplSte de Xy, = 0. Gar t^ l'aide des raoines de i> ss 0^ 
OD pourra d^composer r^quation X^^ssO^ en p ^(piatiom du degre m^ 
qui auront pour raoines 

et oes ^(fuations pourront otre resolues de la neme nianiere que r^ua"- 
tion X.j = que nous avons considere pr^ccdemment. 

Si daus reqiiatiou que notis venons de resoudi*e, les p^riodes des 
raciues netaient pas toutes composees d'un meme nomI)re de m termcs, 
r^quation proposee aurait des facteurs rationnels quon pourrait trouver 
separemenf« 

L aualyse precedcnte montre comnient Ton peut resoudre les ^jua- 
tioDH qui resultcnt de relimination des inconnues entre les deu.v equatious 
^(j:,y;tr=0, ^ y^:r» = 0, et on dedttit de la monie anaiyse la r^solution 
cumplotc dos cquatioMS (2.) (que nous avons oonsiderees au commence« 
ment de ce memoire) des((ueHes depend la division en partics egales de 
I arc de la LemuiscaU* 

Nous avons suppose dans tout ce qui prc^cede, que la fonetion 
(P ou ^1 qui exprinK' le rapport eutre deux racine»^ est une fonotiou 
eniierc; inais si die i*ittlt fractionuaire, on pourrait (pourvu qu'elle restat 
i-ationnelle) la reduire toujours A une fonetion entiere, en multipiiant le 
numerateur et le denoiniuateur par un poljnome convenable *)• 

Nous avons vu que si x — /i et x — p{r^) divisent T^^uation 

X, = x'^ + a.x''-' .... + «„ = 0, 
sa resolution se reduira a celle d'equations de degre moins ^eve. Bfain* 
tenant supposons que Tequation A'^ es 0^ ayant luie racine x^^r^y ait 
aussi un diviseur de la forme 

.r- + l \ (rj or-* + F, (/•,) 0?"-'^ . . • . + /;, (rO = 0, 
(les fonctions F^F^^ .^. . F,„ ^tant des fonotions ratiounelles et entieres de Ti)^ 
et supposons encore que Ton ait n z= ma^ et que ton puisse diviser Te- 
quation JIC„ = (du degre n), ea a faoteurs semblables de la forme 



*) Lagrange^ resolution des equalion^i aumerii^ues U"^*^, ^diüoD p. 216. 
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x^ + F,{v,)x^-' . . . . + l\{r,) = 0, 



dans lesqui^k leB qiiantites r,, r^, , . • . r«, sont des racines de Idquatiou 
Xn = 0; 81 Ton cherche uiie transformee Xi = 0, teile que ses racines 
ftoient des fonctions F^ des laciiies de r^quation JT^ = ; et si en fesant 

<^{ro\) = r- + F,(rOr-^• .. + F^{r,)^F„,{r,), 
OD dhercbe ime autre trausforiuc^e XjssO^ teile que ses racloes soient 
des fonctions 4^ de deux racines quelconques de 1 equatioa propos^e^ et 
en cherchant le plus grand commun diviseur entre Xx = et A'jssO, on 
auroit le facteur commun A ss 0, dont les racines seraient successirement 

Fm(j\),F^{r,\ ....F^(r,% 

et qui serviraieut a d^couvrir les valeurs de r^, rj, •••• r^ par le mo> en 
d'^quations de degr^ moindre que T^quation X„ = 0. Car l'^quation A s= 0, 
est de degrc iuf<^rieur a lequation propos^e^ et la fonction F^^(r{) peut se 
r^dinlre toujours a ne contenir que des puissances de rj, moindres que r^j 
h laide de l'equation r\ + a^r""-^ • . . . + a^ 3= 0. 

Si r^iation X^ = 0^ n'etait pas decomposable entierement en iac« 
teurs de la forme 

on proc^derait encore de la meme maniere, et requation AssO^ swait 
toujours d'un degr6 ^gal au nomhre des facteurs semblables par lesquels 
eile pourrait etre divisi^e» Si F^{r^ etaittme konstante independante de 
Ti, on fera ;r = jri+a dans le facteur 

. x^ ^F, (r,)ar-' . • . • 4- F. (/i) = 0, 
et on d^terminera a de maniere que le dernier terme contienne r«« 
£n r^olvant requation 

(dont aous appellerons les racines x:==iSi^ s,y «. »» s^), on trouve en 
general Si ==/(ri) ; et commc en g^n^ral / est one fonction irrationnelle, 
on Toit qu'on peut r^soudre aussi des equations dont deux racines ont une 
relation irrationelle entre elles. 

Etant donn^e une ^quation X^csO, du degre n^ qui n'ait pas de 
facteurs rationnels^ on pourra toujours supposer que les coefifidens de 
cette cquation soient des nombres entiers ; car sils etaient fraotionnaires ou 

CreUe'i Journal d. M. Bd,X. Hft.2. 24 



108 H< G» Llbrif remnrquct $ur ia rifoluüon dts ^(piations alg^briqueB^ 



irrtttfoniml«^ od pmimit toii|ours le^ r^duire eotlera« Dati^ les probl^mes 
iil);^sf>r)qiieii oc ti'ost <(ue tre« rar^ent que Ton connait le» relations 
qui doivcnt cxhter entre leH nioinet; et mSme Ton iie sait pas si ces re« 
latioiiH i>\ifit(;ut: mais Ton coonait seulfttnent les coeflTcieDS et le degr^ 
de r^c|uatioit« Pour •'auiirer 8i les m^tbodes pr^c^denfes peuvent s'ap* 
pliqiier A r^^quatfon X^=sr/(jr)=:0^ qu« nons constd^rons ^ on supposera 
quCi Ti et r, ^taot deux raoiiies de cette equatK^n, Ton ait 

(t)(r, , r,) r» c^..j rp' + a„.^2 /'^-^ • . . • + « j n + ao = 0, 

les melCcisus Ou» ^it • • • • ^n-i % ^taot doaa^ par des ^quations de la forme 



Dans les t^iiations proo^dentei les plus p^ndes pulsfance» de r^ et Ts seront 
,.ii*i ^1 ,.^1. Qi^f ^«ji y ^ i^^gjt j^ pi^g ^|0y<C|M^ on 1^ abaisserait & Faide 

das ^quathMis /(rj = 0, /(r,) = 0, qui r^kent de i equation f\T) = 0# 

A4f?S CvTllNlItlflldi 

^0> ^l> • • • • ^i*»iy 

pcuvoiit totijoiirs ^tre siippos^s des nombres rationnels: oar s'ils ^ ta ia nt 
irtationaols» on les reudrait rationuels par das ^evatioiis a puissauce et par 
d'aiitres wojreiis oonmis ; et apres avokr effiN)t«e les eperatloiis ■feetsairea 
on pourrail eiicore^ dans Vetpiation tp^r^^r^^sO^ rediiire les ph» gr—d es 
puiManeM d^ r^ vK d<' "*-> u etre moiudres q«e ''^ et /^^ a Taide d« eqoft» 
tiOt«/(>i> ^=* 0» fv'r ~ ^^* D*ou il residte e»fia que F^quatioii ^(rj, ''O^O, 
HO piHit etmtt'iur tont au plus que im aooibre /i^ de termes« 

Mamtooduc 5i on etiraiue r, emre /(ri) = 0, et ^(rj,rj)^0, on 
trouT^Y« uui» fV)itatioD de U forme 

quit Ä laide de liMpiatioii /;r;:r=Q^ pmm ae r^duire 2 k faima 

^,r,>= K ., -r^ + B^ ,rX ' .... +B^r, + B^ « 0, 
et OQ cKereh^rra t^nir ü^^ ':« B^^ . • • • ^»^9 tee Taleurs ratfu— sBsa qni 
piiHnueiteot au\ drux rquatiom /^(r^^s^O, /(r^ssO^ #il liilij «seHMe, 
er tf 4rcw «Q inteiir CMumun« 

Les valeors ratSoMieSeft tie 1^, ^i^«*»»^^-^» aarrirast it 4kme^ 
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faroovar Im Tilmn ^galemeiit vatimuienes de iof bif •^••K li ^09^i5«««« 
• • • • <?»^; eto. Ob reit que cette dötermiiiatioii d^endra d'un prohli^me 
d'analyie indetermiiii^ 

Outra las ^quatioiis dont noaa renons de nous oconpar, il j en a 
beauooop d'autrca qai peurant etre rdtohies^ et que nous allons comid^iar 
maiiiteDaiit« 

Sok X,i«rjp'+aiJ5^^+ira4P^-^..,,*4-;flr^s= 0, une Station dii 
dflgr^ A ^ eoeffioiens ratioimdbij nommons r^ r^, . .^ . r^%ei^ n racinea 
et seit 

^1 a» Ti + r» • • • • + ^» = S rat 

•^2 >* ''J + r» • • • • + ''i = 2 r* , 



5^=-/* + rJ..,. + r-=a sVr. 



xsl 



Od Mut d'abord que toutes les quantit^ S^^Sj^ mm.mS^y aonf rationnelles; 
mais oela peut arriver de plusieura manieres* Si parmi les racines r^^ 
tn^ .. ».r^y n j en a de rationelles^ on les irouvera s^parement par <1os 
m^thodes connues; ainsi nous ne consid^rons pas ce cas« Mai« en sup- 
potant toutes les racines de VequatioB X„=0| irratiminelles ^ la quantiti^ 
«9i peut Stre rationnelle de deux manieres. D'ab<Krd on peut supposer que 
parmi ees racines, il j en a un nombre p<^n, tel que tandis qu^elles 
sont toutes irrationnellesy leur somme soit une quantite rationnelle; et 
puis on peut supposer que ceta est imposible lorsque p<in^ 

Dans le prcmier cas de p^^^y on fera r^ 4~ r^ • « • • rpZsaR^ (R etant 
une quantit^ rationnelle queleonque) et on cberclKra une transform<^ 
Xi = 0^ de requation X^ =: 0^ teile que les radnes de X^ =r soieut la 
somme des ratines de X^ ss 0, prises p u Ih fois ; et il est clair que requa«* 
tion X^ s= aura au moins une radne rationnelle Ry cpie Ion pourra trou« 
ver direotement, A present on chercfaera tme seconde tr ansform^e X^ = 0, 
teile que ses raciues soient ^^gales a R moins la somme de p — } des 
radues de Tequation X„ c=3 0, et il est olair qu en eberchant le plus grand 
oommun diyiseur A entre X^^ es 0^ et JK^ s= 0^ requation A sb sera du 
degr<$ p et aura pour radnea les quanlit^ r^y r^j .,.» r^. D*oa il r^ 
sutte que dans ce premier cas, lequation propos^e aura an (aoteur ratton- 
nel du degre p que Ton savait deja determiner par les ni^tbode$ connuea« 

24^ 
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Si In somme r^ -f- r2u • . . + ^r ^^ toujonrs ime quanthe irrationndle 
iorsque p<ln, les m^thodea coimues ue aont plus d'aiicuae utilite ; mais 
fl est clair qae Ion pourra trouver enoore la valeiir de ri-f-^ •••• + r^^ 
Inrsque X^ =: 0^ au lieii d'avoit une racine rattonnelle^ a un fiioteur ration- 
nel du seoond degr^» Alors 1 equation J^„ = pourra Stre decomposee 
ea deiix <^quatious de di^gr^ moindf^^ k Taide d'une Equation de seoond 
degr^. En g^n^ral si te facteur rationnel de r^quation X^s=,0^ etait du 
degr^ ty iM aurait decomposc^ F^quation X^sO^ eü t facteurs^ u Taide 
d'uae equatiou du degre t. 

Gette theorie renferme la r^olution des ^quations A deux tormea 

de M« Gaufs: eile repose sur oe principe que les raeines irratiomieHes 

d'une Equation A cocfBcieus rationnels peuvent^ ayeo leur simune^ donner 

une quantit^ rationnelle de plusieurs manieres« 

1% En formant uue quantite rationnelle piar la somme de quelques mies 

d'entre elles seulement« 

n^ En formant^ par la somme die quelques unes d'entre ellesi une 
qoantit^ ratSonnelle d'mi ordre donn<^ ; ou bien en formant une quan« 
tit^ rationnelle qui soit racine d'une equation ä coefficiens rationoebi 
d'un degr^ moins elev^ quo 1 equation propos^ 

ni^ En formant toujours par leur somme des quantite ürrationiieDes 
du memo ordre que T^quation propos^« 

Dans les deux premiers oas ^ l'^quation X^ =: 0^ pourra se r^duire 
A d'autres ^quations de degr^ moins ^iev^« 

Si Pequation X^.sssOy n'a potnt de faeteurs rationneb , onr pourra 
lui appKquer la memo m^thode dent nous noos sommes servn pour rame- 
ner T^quation JIC^ssQ^ a d'autres ^quations de degr^ moindre. Et de 
m^me au lieu de eonsid^r la fonction aS^, o» anraü pu prendre Szf S^y 
etCy et en g^n^ral, une fonction quelconque des raeines de l'^quc^on 
Xh = 0^ pour tadier de d^terminev la meme fbnetion' d'une partie nealm^ 
ment des raeines» 

On peut d^erminer ä priori queOes* sont les ^quations A coefSdens 
rationnels dont la r^olution peut se ramener u eelle d'üne Equation Ai 
second degr^^ et de deux Equation» de degr^ moiti^* de eelui de l'^qiMH 
tion proposi^e« La d^termination des coefficiens de cette ^qpiation d^pen« 
dent de la resolution d'^uations^ ind^ecmin^» 
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Les priacipee^ pr^o^dens serveut h r^raudre an grand nombre d'e- 
quations qu on ne pouvait pas traiter par lest m^tbodes eoanues ; od peut 
faoilement le» g^n^raluer, et noos ne erofons pas neoeiMire d'y imister 
d'ayantage» 



See and artiele* 



Eqoatioins diff^rentlelles llo^alres« 

Etailt donn^e I'^quation difB^rentielle lineaire de Tordre n 

Si eoeffieiens oönstans ou variables ^ si Pen d^signe par y^ yzy^f>yny 
les n integrales particulieres de l'^quation CP (y) = 0^ on aura en g^u^ral 
y c=s C^yt -j- (7 Va • . • • + ^'/,y2» Ces quantit^ ^i, ya • •• . y^ sont incon-^ 
anes ; mats si Von suppose que Tune d'eltes {yx par exemple) soit connue^ 
on fera y^=^yifzdx^ {z iidmi uae aourelle rariaUe) et en substituant 
cette valear de y dans r^qnatioa (p (y) =: 0^ on anra 

Mais ioM eefte demiere ^iiatfon la somme de tous les d< 

4qinraul ä (PiyOjzdx^ et oomme y ss y 1 9 satisfait ä r^quatioD(P(yi)=::09 

il en r^sidte qne tous les twmes mnhipli^ j^ jzdx s'^vanouiront^ et 
an aura une ^qqation en t;^ de l'ordra n — 1^ de la forme 



en dlfttttnt par y^^ et en ei^pvinwal par ^d £2 • • • • eto^ les coelBciiens 
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d*ou il r^sulte qua si l'on connait vne int^i^rale partfeuli^ de r^quttlfön 

Unfaire de l'ordre n^ (^(jy) = 0^ on pouira toujoun la r^uire 

^quation liiu^e — (pfvi fzdxi ss 0^ de l'ordre n — 1« Et 



en r^p^tant le meme raitoiuiement od prourera tpie si dans r^quatkm 
(p{y):=iO^ de l'ordre n^ on oonnait m integrales particulieres^ od pourra 
toujours rMutre l'i^quation ^(y)^=^Oj ji uae autre ^oation lin^re de 
Fordre n — ttim 

Soit propose T^^quation difff^reiitielle lia&dre 

$i Ton fait yssizu^ {z fA u etant deux nourellea Tariabies) on aoea 

4-6t0.| 

et comme requation ti — + e? w = 0, peiit toujoiirs «Integrer, il en r^ulte 

qu'une ^quation diffi^renticUe qui est unfaire mSme dans les deux pnmiers 
termes seulementj peut se r^duire ik une autre ^quation du meme ordre 
dont le ooelBclent du second terme aera z^ro. En gen^ral ^tant donnee 
une äquation diff^rentielle dont les premier« m-\-t termes sont lineaires^ on 
pourra toujours faire disparaitre le terme m-\-l'^^ A l'aide d'un ^quation 
Un^ire de Vordre mj et si les 7n-f-l premiers iX>eGBci«is de l'^quation pro- 
pos^ sont constans^ on pourra toujours Sure dbparaitre le terme m-pi"'' 
Etant doDD^e l'^quation lin^re 

^* S + ^^S^-'-^ + ^-^y = ^f 
dans laquelle X est une fonction de x^ si T^quation 

a les n Integrales partioulieres Ziy z^ ••• • z^^ en fesant yzszzify^dx^ 
dans requation (i.)^ on aura une equation de la forme 

malnteuant iequatlou 
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a les n— 1 iutegrales psrHculi^res 

et ea fesant dans t'e^uatioa (4.) ^l ==^ (j' • ~) /ji'^^» od aitra une ^ua- 
tion de iö forme 



rfx"-* 



Ed r^p^UDt nuooessiveipenl des operalioos semblables, on parfiendraii 
enfin ä une equation de Ja forme 



y- = 






d'ou Tod dedairait TfixpretiiOii 






<)]■■■■ 

(daD« laquelle Iß« signes dtolegratioa y comprenn^nt fous les läcteurs qui 
les snivent) ef cet^^ dernlere -fonnule docme I'iiit^frrale ^efi^fe de t^qua« 
lion difff^enfieUe lio^r» 

en foDOlioit de» n lotegrale* particuGem de 1'equa(ioa 

Pour appAiqaer otXba formule ik un lexempTe^ vAt propoiä lequa- 

tion diOi^reDtiell« 

rf'r 

1 equation j^ ^ :b = 0, ■ les deux iat^gnd*§ particulier« a^ «#',*, = <-*} 
ef partant en »dwUluant oes Taleon daua I nprenion 
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'/"*'/*• 



cm aura 



SS tf'' ( /bi e-**dx ^fe-'^dx (x — 1)) = — ^ + CV — *, 

— c 

ei eufin (en fesant CssA^ — -iszr^J on obtiendra^=-^^4"-^i^""^"*^t 
qui est Tintegrale complete de T^quation propos^e« 

n faut obsen^er ici que si y = (p.(x) est une integrale particuUeM 
de reqiiation 

et si ;Cx> ^2« • • « • ^/i> sont /i integrales particulieras de f^quation 

(Integrale oomplete de requation (5.) sera ja=ri«j + C252....+ Cn«n + ^(^)^ 
La valeur de y que nous avons trouvee pf^demmeoit 



r--ß&MM\--f- 



Xdx 







• • • 



renferme n int^grations siiccessi ves ; et quoiqu'on sacbe d'aiUeurs (par la 
m^thode de la Variation des constantes arbitraires) qu'on peiit toujours 
reduire y ik ne contenir que des integrales simples ^ cependant on ne voit 
pas, par Tanal/se pr^c^eute^ comment on parrieudrait a ce r^ultat* Yoici 
maintenant comment on peut obtenir cette simplification« Soit^ pour abreger^ 

et ainsi de suite jusq'u^ 
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Xdx 



• • • • 



'^VarVir)* 



d_ 
dx 



oo aun 



— ^ ■ V ■ 

_£i. 



• • # • 






(en observant qiie chacjue rigne d'int^gratioii renferme tous les tttrtties qiii 
le suivent); et par suite^ en int^grant par parfie^ oe obtiendra 

^JduJ^du^J^du^....fdu^{u^{u^u^^f^^ 
et eiifia 

(.• .•(((ii» II, — /dw» mJii, ~/a (w, M, — /rftt, W,)ll,) 1«^ 

— /rf ((" i «'» -^Z^* w» w,) w, — /i (w , w, — /rf u , w,) w,) 114) »t . • • . j 1/« 

Lorsqii'oD eopnait toutes les integrales particulieres d'ime equation 
ilifFf^rentieUe (qui n'a pas de tenne jqdependant de y) ou pourra tou|our8 
former les leoeflicieDS de cette Equation par des Operations analogues k 
Celles qui servent ii former les coefiiciens des eqiiations a1g(^briques9 en 
fonctions sji^^triques des raoines« En eifet seit proposee Tecpiation liii^aire 
de Tordre /z 

et soient Yn y-if " " Ym ^^ f^ iut^grai^ particulieres, dout la somme 
est egale u yß sl Ion fait ys=y, /srfa?, oa aura 

-, d^^z . dy^ d-"z , d"r, f j 



äx dx 



dx' 






et oomme la somme des termes multipti^ par /zdx se r^duit a ^^ro. 
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ea dhrwuit per yt l^qmtion TssO^ oa poiirra b loettre soiis b forme 

6t OD mnn-^ + Ciy^ = ijyi,* et per suite aj = ~ ^-^ -f. *,• Ikfaintc- 
nant r^qnalioo ZcsxO^ a pour uit^grtles pertioiJiwes Im n — 1 quaatiteft 

la mdme op^ntion qae warn «tom früe nir I'equaüon laesO,. mmm troiH 

dxXyJ 

On tromrwait des transformatiooft semblaBles pour Ti ^ «/^ ^^' • ^>*^ oomme 
les ^quatioM T^as 0, ZssO, etc« diminuent toujours d'irn terme^ apr^ n 
transformatious on pernendra h une ^quadon deat le oo^fident du aeoond 
terme aera igA k is^ro. Alors la serie des tenMB a^^ b^^ c^^ d^^ etc. 
s'arretera h oe Unae Ui et on aura^ en nbatituan^ 



näy^J^Z^M}.^ 











Pour i^pUquMT oette fonnule k tut exempIO) soit prbpon^ T^quA« 
tion j-4 — m^yss(^ dant laquelle u Ton i«it y=^Yi-^yn9 oa awa yis= 

Cje"^, ysSsC^«""^« D'abord on a n ssz2i et par suite, es uiiMeütiiaBt 
daas la fomude pr^o^nte (dans |aqaeUe tl &ut consid^rer las drax pre- 
mien tarmes seuiemMit pareeque fl nj a qua deux int^rales partiaalieras) 
on anra: 






== 2m + -^^ SS 2m--2m =0, 



et partant e^ =s ; oe qui resulte de l'inspeGtioii de T^quation propos^« 
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Dans la fonmile (d;) oq peitt permuter yi en y2 ei vice uersaj car C| 
eat ane fonction aym^trique des iot^grales particulierea ; ea feunt toiiles 
ies permutationa et ajoutant le8 resultata on obtiendra 






(«_ 1 jrffW^ ^ ii ^^f^yyf 4. etc. 



ete« 
et par suite en iot^grant 

/....=_i,g(y..y.....y.)-(=r!)teg(|(a).^{i.)....£(i.))_.fc. 

Od pourrait obtenir par ime aiial^rse semblable toua laa coefficieiis 
a^f ^19 • • • • ^1,9 en fonotion dea integrales partioiriierea y^» Tat • • • • jr^; 
et en g^o^ral ^tant donn^ n fonctiona de o? de la forme 

ou peilt d^^ermincr lea ooeffiiciena de l'equation diffi^rentiene lin^re de 
Tordre n qui awa pour integrales particidieres oea n fonctions; et il n'exK- 
stera qii'une seiile equation difl'^rentielle lin^re de lordre n qui satisfaftse 
ä cette condition, comme il n'j a qu^une ^qiiation alg<^briqoe d'im degre 
determine, qui ait n raeines donnees. Cependant od peut deterDEuner plus 
facilenient les valeurs de aj, a^^ etc.^ de la maniere suivaute« — Si od 
^imioo sucoeasiTement les quantit^^s a^» a^f .... n^ entre lea n equatio» 






da?" ' • day* 

coneid^rant les ^fft^rantidlM 7^, 4~^> ^^' ^no»« d^ tioeffidms oon- 

DUSy on aura la valeur de a^ teile que nous l^avous deja dounde. Pour 
d^dMve de U la valeur de m^ ii «»t clair qu'il su£ßt (dans Texpression de 

a,) de ebanger ^^Ir «» 7^' «* ^''^^ ^'***» ^ «"^^ 9*»^ 77^' ^ 
^^^^^-, et rici? versag et ainsi pour les autres tertnus s^oablables en y^j 
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fi » 
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y^f ••* • Xni MM dmnger aucun des termes qiu oontiennent d'autres dif- 
fi^rantfenes« On obtiendrait par des penuutatioiis analogues les valeurs 
de a^f o«f etc. 

II faut observer qiie les integrales particuliSres ^i» J^^^ • • • • j» se* 
ront oiMDprises dans l'expression des ooeffldens o^ 02y . • • • a^^ sous la 
forme de diffi^entielles logarithmiques^ Gonune dans la formale (6.), pour 
faire dtsparaitre les constantes arbiirdres qui se trouvent oomme facteurs 
dans les quantit^ yif y%^ ••• • yny et qui ne doivent pas se trourer dans 
les ooeffidens a^ tfa» • . • • a^» 

Les quantit^ yi^ y^f •••• yry •••• yn% forment mie espeee particu« 
iiere de fonctions symetriques: car non seuiement on peut permuter ces 
quanti^ entre elles d'une maniere quelconque (comme les racines des 
4quations alg^briques) dans la formation des ooeffidens a^ a^y a^y etc.; 
mais en g^n^l on peut ^orire au lieu de yr la somme ou la difference 
d'un nombre quelconque de ces integrales parliculieres; et la valeur des 
ooeffidens Ci, a^j .*•• a^ ne sera pas alterte« Ainsi par exemple dans 

l^quation ^j-^ = m^y^ nous avons vu qu'en fesant /i= Ci e% n ss C, e^^% 

cz sc 

on obtenait 

Mail s! l'on fegalt yissC^t^ — e"^, y^ szz C^e'^^t on aurait enoore, en 
eflfectuant le oaloul^ 

a — 2rfr. _, dx^\rJ _ ^ 

dx \yi/ 
("e nouveau genre de fonctions symetrikiuos nous parait meriter tattention 
des geometres» 

Etant proposee requation diflerentielle Unfaire 

si deux de ses integrales particiilieres (ji et y^ par exemple) sont b'^es 
entre elles de maniere que Ton ait 72 = (p(ji), on substitiiera ^Cx) ^ la 
place de y dans Tequation JT = , et requation Ji == qui r^Bultera de 
cette Substitution^ etant combinee arec lequation JTss 0^ servira u V 
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nation des diflT^rentielles sucoessives de y de maDicre u n'avoir poiir resul- 
tat qirune Ration difFerentieUe lineaire du premier ordre« Ainsi par 
exemple si Ton savait d'ime maniere queloooque que dans lequatioD 

^p =/y ses deux integrales particidieres jr, et 72 sont liees entre elles 
par I'^quation 72 « — 9 on ferait r = — > *^n« l^quation r=0, et on 

d'z 2dy* t 

da;» yrf«*^ "' 

et en eliminaDt -j-^ entre l^ss et 



on obtiendralt 






et par suite j21 = +jr, ce qui donne enfin y = Ce*^, et les deux inte- 
grales particulieres seront y^jssCe^^ 72 =^ Ce'^^ comme on le savait 
d'ailleurs. 

En g^n^ral ^tant propos^es deux equations difFerentielles Untres 
des ordres n et m qiie nous exprimerons par Z» ==s 0^ IT^ =r 0, si Ton 
suppose qu'elles ont p integrales particulieres communeS| on eliminera les 
diflerentielles successives entre 7), = et r^sssO^ et on obtiendra une 
^quation differentielle lindaire T^ = de Tordre p qui ne contiendra que les 
p integrales particulieres communes aüx deux Equations T^zszOy T^^=0. 

Les rapports qui existent entre les integrales particidieres pour* 
raient aussi etre exprimes par des Equations difFerentielles lineares et on 
pourrait encore reduire Tequation differenticlle lineaire proposee A une 
equatiou difiPerentielle lineaire d'ordre inferieur« 

Soient proposees les deux equatipns differentielles tineaires simultanees 

y = j^. + '^^ + "r = '>", 

il est clair qiren eiiminant yv entre ces deux equations ^ on aura une 
equation differeutielle lineaire du 4'"^ ordre^ qui sera de la forme 

* dx ' ^ dx ' da:* ' * dx * ' ' 

mais si Ton eiimine y entre ces deux memes equations^ on aura precisemeut 



la mens ^qu^ton en v^ 

d*ou il r&ulte qoe les quatre integrales particuli^ret dont Ia somme forme 
la valeur cottiplete de y sont les mSmes quo ceUea qui formeDt la valeiir 
de V, Maintenant ri Toii fait vsszy dam lea d/fxOL ^quationa FsoiC^y, 
YzsLü^Vj on aura les deux ^qiiatioiis 

dui serviront A connaitre dem des quatre integrales partloiiU^res qiie noiis 
cherchoDS« Quand nous aureus troure les deox integrales particulidres 
de l'^uatioB T2 <= 0, nous nous en servirons pour n^uire l^quatlon JT^ c= 
au secoiid ordre; et i'on voit qae les deux integrales parlicuUeres Zi^ z^y 
de cette ^uation r^duite du second ordre, auront entre eües od rapport 
exprim^ par r^qnation 

d* z. i dz. ^ 

et ee rapport serrira pour trouver directemeot jk^ et X2 a l*aide d*une ^qoa- 
tioB lin^ire du premier ordre« 

On powrrait g^neratmer beaacoiq;^ ces consid^atioM et les appli« 
quer ä un plus grand nondire d'^iations simidtanees: osais nous avons 
le pro|et de traiter lieaueoup plus amplament ce sujet dans un autre H^ 
tfioire; d-aUleurs nous SKNitrerons Uentöt Tapplieatic»! de ces principes 
d rint^gratioa des ^qnations dÜF^^ntidlea qui exprimeut lactioB reciproque 
des Corps ^cbauffes« 



mmim 
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12- 

Sur les integrales de la forme J ^_^^ 5 p ^t P etanl 

deux polynomes entiers. 

. (Fat Kr. £. F. A. Minding.) 



Ouoique Tobjet ie rartiole tnivant ne soit qu'un cas tres • special^ ohoisi 
parmi une infinite d'autres dan« an champ de reoherohes d'iine immense 
Aendue; feap^re cependant qu'il y aura das geonidtreft qüi prc^adront 
quelqne int^rSt h des d^?^oppemens qui se rattaclient aux th^ries im« 
portantes or^^ par le grand Abei^ oes dev^oppemens fussent-fls mSme 
restreints h des oas partiouliers. Peut-etre dans queique tems sarai^je 
en ^t) de publier queique cfaose de phis gSo^ral sur la lommation des 
transcendautes a diffi^rentieUes algebriques« « 

En conservant les notations mises en usage par lillustre fonda« 
tenr de oette tli^orie analytique, je designwai par p un polynome ratioQnal 
et entier a coeffieiens constaU; et par f^, ^^ ^ 2 des polynomes de mdmc 
espece a ooeffidens variables | toiia c^s pölrnomes ^tant ordonn^ suivant 
ies puissances d'une memo quantit^ variable. jt« Actuellemettt je me bor- 
nerai ä traiter les trauscendantesi qui se rapportent au sjsti^me des ^qua* 
tiotts suivantes; 

En ^minant y «ntre oaa deux ^uations^ J9 trouve: 

3. Fx ^ fl + ä/ifo^i 9t'-P9\+P^ f I = 0. 
De oes memea ^quatlona on tire une expreasion Mtiondle de y, savoiri 

•^ So J, — 5,. 9x 

Soit fi le d^gr^ de Fx^ par rq^port a jet, et d^gnem par Xif Xt^ •*• 
• • • jr^ ses /4 raciiies, de Sorte qu'on ait: 

5f Fx SSL A{x — xC^{x'^x^{x — JP3) • • • • {x — Tf)^ 
A Mut indi^pendant de x. On peut supposer donn^es un oertain nom- 
bre V de oes raoinasy ^gid ik ealui des coeffieiens indt&ermin^ et variables 
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des poiyoomes ^o > 9x9 929 qu'il sera facUe de d^terminer ooBTenablemeDt. 
II est a remarquer, que cette determiuation ne eondiiit mdme dans le eas 
le plus general qu'^ des ^quations du premier dogre par rapport aux coe£- 
fioiens cherch^. Les raciaes vestanles de T^quation Fx ss saront doB« 
nees en fonctions des v premieres racines d Taide d'une ^uation alg^ 
Jbri(iiie du d6ff^6 fi — v. Mais h pr^nt fe ne m'attaclierai pas h suiyre 
les consequeoces de oette dislinction entre les raeines de T^quatioD Fx =s 0^ 
que je me bornerai aussi a r^garder comiiie inegales entre dies. 

On voit aisemeRt, que chaoune des racines x^^ Xi • • • • donne mM 
Taleur correspondante de y^ qu'qn doit^ en suivant Taualogiei d^gner 

par yiy ^2» •#•• y^* 

Maintenant pour former une expression raüonelle ^quhralente ii 
rint^grale propos^e^ differentions T^quation Fx = par rapport u jp et 
aux coefficiens rariables de Jq^ q^^ 72» I^a premicre diff^rentiadon sera 
desiguee par d, la seconde par ^> la d^ir^ de Fx par rapport in x seiil 
par F' Xn On trouvera: 

A Taide de cette ^quation on pourra exprimer la fonction ydx^ en sub« 
stituant au lieu de y sa valeur donn^ par T^quation (4,)« On trouve: 



^ (.9i9i-9oV.)Fx 

^quation que ootts exprimerons brievement par 

• 66x 



Cela pose je ferai voir que dar est une fonction «itiere par rapport a x^ 
Mettons la valeur de (^i^i-^^^a^Od^ 90ns la'forme.^ 

p[h9o9i9d'-9\ hi+P9l ^9t]\9o9i+P92fii^P9l9l ^fo + ^I^t h.f 
et subatitiions dans cette expression au lieu de ^l sa valeur tiroe de 1'^« 

quation 3); uous obtteiidrons ; 

P[K9^9i72)--9]^?^+P9l^7A[9o9i+P9292]+P9l9\^^^ 

Cette formule ordonuee par rapport aux differentieUes $9^9 ^91^ 89% doiuie 

On sassurcra aisement, qu'en vertu de T^quation (3») ^^^ ^ Jl^ relation 
suifdnte: 

8- (9o9i+P9292y = (9i9i'-9o9^(9\»9^+P9i9d^ 
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En BülMtitiiaiit eette valear de (9091+^9292^ daiis le multiptteateor de 
892 ea (6«)y on voit que tout devient diviBible ppr 9191 — 9^929 et on obtient: 

e^ SS p[(9^9i'-9jo92)ho--i9o9i'^P9292)^?i + (9i}9o+P9i97)h2l 
Midtqpfions la diffi^rentielle yd:t par tm iactear , c 4tnt üae eoii« 

ftante et P un poljiionie ratioiind et entier a coefficiens eonstiiiSi nous aurom: 

Cette dquation i^ant lieu s^parement ^ pour chaque radae de l'^quation 
F^^szOy ^quivaut ^videment a ß equatknis diffS^reates^ teile« que: 

1 P^ya Jxa P, dx^ 

a ^ — X, F'Xj,c — a?a^ 

Ajoutons ensemble toutes ces ^qoations^ et «uppcMions d'abord le dejijr^ de 

la fonotion Pm^x inferieur a celui de Far» Dans oe caa^ on aiira par la 

th^rie ccnmue des fractions simplm: 

10 Pj6xj , Px^^z % \ PfA^^ii Pc^Oc 

F'x, .c — x, * Far^^^ — jc, "■***"' /^ap^.c — Xu Fe ' 

en d^ftignant par Pc la raleur qu'obtient le polynome jP^ en y changeant 
or en c« 

Maintenantil s'agit d^int^gtet par rapport a {bf 9if 929 ^^ fonotion 
s^, Pc ^tant nne coiMrtante» On a 

pourm qu'on ait mis c 1^ la place de x dans toiis les polfnomes Pf 90 p 9^^ 
92* Pour faciliter llntegrationy mettons l'equation 10. sous la forme: 

^^ 9S+3p9o*Wi— P9^+P*?l 

£n dhrisant par 9\ le numerateur et le d^ominateur de cette esrpre^sion 
(pourvu tcmtefob qu'on n'ak pas fi = Oy hjpothese qui ne presenterait 

aucune difficult^), posant ensuite ^ ss 2/^^ sas v^ en obtiendra : 

1^ Äo (1 — u v) du-\- (k^+p v) 3 v 

Les Tariables n et t; de cette expression dcTant etre regarckes comtna 
independantes Tune de Tauh«^ il sera fädle de «'assurer, que la valeur 

CreOe*! Jovaal d. M. Bd. &. Hft. 2. 26 
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pfOpM^ de p' est itBfe differeiitieUe eacMte, oe qui en rwM pml dtre 

Jemontr^ ä priofr a 1 egard de ioutes lee fonmiles analogiies « qui senrent 
ä ej^primer rnie oertaine wmme du fransceDdaDtes alg^briciuesy doot les 
▼ariable» sont suppos^ iHre Im meines d*une ^oation aig^briqtfe# 
^ CoQsid^rons malnteiiant le seeond eas» dans lequel le degr4 de ia 
fonotion P.^x n'est pas mferieur ^ ceiui de t xk Dans ce oas on pourra 
diviser le produit P.^x par Fxj soit /jr le quotlent de la diTnion^ Ax le 
reate^ dont le d^gr^ est inf^rieur a eelul de Fx^ On a done 

14, P.Oar ^fx.Fx + X^, 
^quatioo qtii donne pour une raeine queiconquas x^^ de T^iation 3*: 

' Pi.ÖjTt '=' fxi^Fxx-^Kxii 
ou bieit^ Fxi ^tant egal a zera, 

De tö OB tiret 

O C — Xi t'x^,c — x^ 

En ajotttant ensemble toutes les equations sembiables; correspondantes anx 
diverses raeiiies de T^quation Fx ^=^ (), on a :. 

rXTf^^^Xg • • FXm^ti'^Xf^ Fg 

Remarquons qa'oQ a^ en vertn de 14« ^ 

oe qnt donne la somme fmgwike dans f^uation 15. ^ale k —a fc. 

Donc on a g^^rdement: 

De eette tormule on pent firer on granJ nombre de eorollaires. Desig« 
noas, poor abr^er, par /^c la partje jb dreite de ri^quation 17» Ou'on 
d^vdonpe 4^e snirant l» puissances deseendantes de <:; soit r le ooeflS^ 

cient de — dans ee d^etoppemeiitt On aurac 



c '^^ 



!»• iA^tYi^^i + ^^y^dx.^ . • . • + P^y..dx ] = fr. 
En diff^rentient reqiiation 17« par rapport ä c, on trouvera: 

**• V [(rrsr)» +-•••+ (?pi^ = ~y-rf 



c 
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r^pAant autaot de foi^ qu'ooi voudra^ ki difRSrentiation par rapport u 
Ml panrieodra & trourer une aomnie oompos^e de (ratMoeüdantea de ia 




forme: /— — rj, n Aiwit entier et 

G^n^ralement il est dair, que las prmoipes expot^ s^^ndent aux 
traBaeendantes de Ia forme 

JP ^aut UB polynome entier, et lea lettrea J^ B^ C^ ^ .^. a^ b^ c diesig« 
naiit des coBstaotes« Cette integrale se redait, comme on veit, h Ia forme 

Jy^^jr9 M ^ N Aant deux polynomes entiers queiooiiqiies# Les faria« 

bles des u murales de oette forme qu'il s'agit de semmer, aeront les u 
radnes de T^iation Fx = 0, et leur somme sera oomposee eo termea 
dependans des integrales f4^o^ JA^^9 f^^s • - • • et de leurs diffiHrentieUes 
prises par rapport d a, A, c • « • • et multipli^s respeetivement par les 
coeffioiens Jy A'y • • « • B$B^9 •••• ^^M des signes dfkentmk par Tordre 

des difll&rentiations« 

de 
La valeiir de Ia fermule ^ se simplifie extr^mement, en fosant f^ssO» 

Dana oe cas t; ^tant tiiro, on a, en vertu de 13» 

Oc p9u 

«•ans» "SSS »Jmtm^mmmmm 

Fe U*—f' 
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13. 

Bemerkungen über die Bildung der Primzahlen aus 

einander. 

(Vom Herrn Prof. H. F. Scherk In Hall«.) 



lid'ne georaetriache^ mit der Theorie der Primzahlen scheiobar nur in sehr 
entfernter Verbindung stehende Untersuchung veranlalste mich vor Ifingo» 
rer Zeit zu dem Versuche, die Primzahl 17 aus allen kleineren Primzah« 
len und der Zahl 1 auf möglichst einfache Weise zusammenzusetzen. Hier 
ergab sich denn bald, dals 17 s=: 1 + 2 — 3—5 + 7— 11 + 2«13, d.h. dab 
17 durch blofse Addition und Subtraction aus allen kleineren Primzahlen, 
Yfrenn die Zahl 1 der Kürze halber mit zu diesen gerechnet wird, zusam* 
meugesetzt werden könne, wobei jedoch die nachstvorhergeheude Prim« 
zahl 13 zweimal genommen werden müsse. Dies führte zu der Vernm» 
thung, dafs dieselbe Eigenschaft vielleicht allen Primzahlen von der Form 
4/2 + 1 zukommen möchte. Aber diese Vermuthung bewährte %kh nicht ; 
denn es ist z.B. 13 = 1 + 2 — 3—5 + 7+11, so dals die der 13 nächst* 
vorhergehende Primzahl blols Einmal genommen zu werden braucht, da« 
hingegen 19=1—2+3 + 5—7—11 + 13 + 17 und 23 = 1 — 2 + 3 — 
5 + 7 + 11 — 13 — 17 + 2.19. Da nun 13 wie 17 von der Form4/2 + l, 
19 wie 23 von der Form 4/2 + 3 sind, das Bildungsgesetz aber bei kei* 
uer in diesen beiden Paaren sich befindenden Prin^zahl in der Hinsicht 
dasselbe bleibt, ob die nächstvorhergehende Primzahl einfach oder dop« 
pelt genonmien werden mufs, so bot sich die Idee dar, von der Form 
der Primzahlen ganz zu abstrahiren^ und vielmehr auf die 
Stelle zu sehen, weldie sie in der natürlichen Reihe der Primzah- 
len einnehmen, da unter den «ufeinander folgenden Primzahlen 13, 17, 19, 
23 dasselbe Bildungsgef^etz für 13 und 19, und fiir 17 imd 23 Statt findet. 
Auf diese Weise gelangte ich durch eine nicht bewiesene 
Induction zu folgenden Sätzen. Trennt man in der natürlichen Reihe 
der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13 etc. die in ungerader Stelle stehenden 
2, 5, 11 etc» von den in gerader Stelle stehenden 3, 7, 13 etc., so kann 

CreUe's Joiimal d. M. Bd. X. Hi>. 3. 27 
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Erstens« Jede geradstelligo Pfinusahl aus allen kleineren und der Zahl 
1 durch Llofse Addition und Siibtraction^ so dafs jede Ton ihnen nur 
Einmal genommen wird, zusammengesetzt werden. 

Zweitens. Jede ungeradsteliige Primzahl kann aus alloa kleineren 
und der Zahl 1 auf dieselbe Welse gebildet werden, mit dem unter- 
schiede jedoch, dafs die nuchstForhergehende Primzahl doppelt ge- 
nommen werden mufs. 

Was hierbei aufser der einfachen Bildungsart besonders merkwür- 
dig scheint, ist der, so viel mir bekannt ist, sonst noch nirgends hervor- 
getretene Unterschied zwischen denjenigen Primzahlen, die in der natür- 
lichen Reihe aller Primzahlen eine gerade, und derjenigen, die in der- 
selben Reihe eine ungerade Steile einnehmen. Dafs keine Primzahl der 
einen Art nach dem Formationsgesetz der anderen Art gebildet werden 
könne (die Zahl 3 ausgenommen, auf welche wir jedoch sogleich beson- 
ders zurückkommen werden), liegt am Tage. Denn jeder geradstelltgen 
Primzahl geht 1 nnd eine ungerade Menge von Primzahlen vorher; da 
sich nun unter diesen die einzige gerade Zahl 2 findet, so ist klar, dafs 
die algebraische Summe aller dieser Zahlen, wenn sie nach Belieben 
positiv oder negativ genommen werden, stets eine ungerade Zahl sein 
wird, und folglich auch vielleicht die verlaugte Primzahl sein kann; wenn 
aber dne von ihnen, die von der 2 verschieden ist, doppelt, oder über- 
haupt eine gerade Anzahl mal genommen wird, so ist das Resultat eine 
gerade Zafil, und kann folglich der verlangten Primzahl nicht gleich sein. 
Demnach kann keine gcradstellige Primzahl nach dem zweiten Satze ge- 
bildet werden. Ganz auf dieselbe Weise lafst sich zeigen, dafs keine im- 
geradsteliige Primzahl nach dem ersten Satze zusammengesetzt werden 
kann. Dieses Raisonnement ist aber offenbar dann nicht anwendbar, 
wenn diejenige Primzahl, welche eine gerade Anzahl mal genommen vrird, 
die 2 ist; und demnach ist es müglich, dafs die Primzahl 3, bei deren 
Formation 2 die einzige in Betracht kommende Primzahl ist, sowohl nach 
der einen, als nach der andern Regel gebildet werden kann, wie denn in 
der That. 3 = 1+2 und = — 1 + 2.2 ist. 

Man kann jedoch den obigen Sätzen noch einige nähere Bestim« 
mungen hinzufügen, die zwar an sich willkürlich sind, die aber nicht 
blofs bewirken, dafs auch die beiden ersten Primzahlen der aUg< 
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Regel unterworfen siud^ soudem auch io die BilduDgsart der folgenden 

Primzablen aus den vorhergehenden eine gewisse Einförmigkeit hinein« 

bringen« Es ist nHmlich zuvörderst offenbar, dals nicht alle Primzahlen 

aus allen vorhergehenden durch blofse Addition und Suijstraction aiiY 

eine einzige Weiae zu bilden sejen. So ist z..B. 

13= 1+2 — 3 — 5+7+11, 

und auch 

13 = —1+2 + 3 + 5 — 7 + 11, 

uud namentUch wird dies zuerst bei jeder geradstelligen Primzahl Statt 
finden, die sich von der nachstvorhergehenden um 2 unterscheidet, und 
bei deren Zusammensetzung aus den kleineren Primzablen 2 positiv ge- 
nommen werden mufste« Denn da, .wie sogleich genauer gezeigt werden 
wird, bei allen geradstelligen Primzahlen die nächstvorhergehende positiv 
genommen werden kann, so ist, wenn M eine solche geradstellige, L die 
nSchstvorhergehendo ungeradsteißge Primzahl, und M — Las 2 ist, M 
von der Form 

iW= ±l + 2 + 3±5±....±A' + Z/. 
Setzt man nun 



so ist 



und folglich 



X = +1+2+3 + 5 + . ... + Jr+i[/, 

Äf + tr == 4 + 2L 



so dafs also eine solche Primzahl aus allen vorhergehenden durch blolse 
Addition und Subtraction mindestens auf zwei verschiedene Weisen zu« 
sammengesetzt werden kann. Sodann aber sieht man aucli, dals bei jeder 
Primzahl, in deren Bildung die Form 1 + 2 — 3 oder 2 + P — Q vorkömmt, 
wo P, Q zwei beliebige auf einander folgende Primzablen vorstellen, Jercin 
Unterschied ss 2 ist, für diese Formen die ihnen resp. gteichgeltenden 
-rl — 2 + 3 oder —2 — P+Q gesetzt werden können. So ist z. B* 

17= 1 + 2 — 3—6+7 — 11 + 2.13, 
— ~l_2 + 3 — 5+7 — 11+2.13, 
= _i+2 + 3 + 5— 7 — 11 + 2.13, 
uud auf dieselbe Art werden eine Menge, wo nicht die meisten Primzahlen 
auf mehrere- versdiiedene Weisen aus allen kleinereu Primzahlen zu$am<- 
menzusetzen sein. Dm nun die Anzahl dieser verschiedenen Bildungs«* 
arten zu beschränken, scheint es zweckmäfsig, die Vorzeichen noch an 

27* 
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ein besonderes Gesetz 2ti binden ^ welches sie erfüllen sollen« Würe es 
eine Möglichkeiti ein solches zu finden^ welches sich auf die Aufeinander« 
folge der Vorzeichen bezöge ^ so wäre dies offenbar Ton der höchsten 
Wichtigkeit 9 da man hierdurch ein directes Mittel hätte ^ jede Primzahl 
aus den vorhergehenden zusammenzusetzen. Da sich mir jedoch kein sol- 
ches darboty so richtete ich mein Augenmerk zuerst nur auf die Anzahl 
der positiven und der negativen Glieder, und hier hat sich denn durch 
Beobachtung desjenigen Gesetzes, welches bei den Primzahlen Statt findet, 
die nur auf eine einzige Weise aus den vorhergehenden gebildet werden 
können, gleichfalls durch Induction gefunden, dals es jedesmal möglich ist, 
bei der Bildung der geradstelligen Primzahlen die beiden nSchtvorher* 
gehenden positiv, von den andern aber gleich viele positiv und ne* 
gativ, bei der Bildung der ungeradstelligen Primzahlen die nächstvor- 
hergehende positiv, und, wie schon erwähnt, doppelt, von den ande- 
ren aber gleichfalls gleich viele i>ositiv und negativ zu nehmen. 

Aber auch jetzt ist die Bilduugsart der Primzahlen noch nicht auf 
eine einzige dugeschränkt. Denn man sieht zum z. B., da(s wenn Q — P 
s=flr„ Q'—P'^a ist, für die Form P— (?_/> + ()' die ihr gleichgel- 
tende — P+Q-j-P'— Q' gesetzt werden kann, ohne dafs die Anzahl der 
positiven und der negativen Glieder eine Veränderung erleidet« So ist z« B. 

23 = 1 — 2 + 3— 5+7.+ ll-.13 — 17 + 2.iy, 
und auch 

23 = 1 — 2-1-3 + 5—7—11 + 13—17+2.19. 

Um also endlich zu einer einzigen Bildungsart su gelangen , ya- 
fahre man auf folgende Weise. Soll eine geradsteltige Primzahl aus allen 
vorhergehenden und der Zahl 1 durch blofiie Addition und Subtraction zu- 
sammengesetzt werden, so nehme man zuwst 1 und alle kleineren gerad- 
stelligen Primzahlen positiv, alle kleineren ungeradsteUigen aber negativ, 
mit Ausnahme der letzten ungeradstelligen Primzahl, welche positiv ge- 
nommen werden mub ; zieht man dann die zweite Summe von der ersten 
ab, so ist das Resultat jedesmal dne Zahl, welche gröfser ist, als die 
zu bildende Primzahl (nur bei 3 und 7 ist es der zu bildenden Zahl gleich). 
Um nun den Unterschied des Resultats und der zu bildenden Primzahl, 
welcher noth wendig eine gerade Zahl ist, wegzuschaffen, versetze man 
so oft als nöthig eine positive Primzahl und eine klemere negative mit 
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ciuander^ und man wird im Allgemeinen am schnellsten 2umgewunsch« 
ten Ziele gelangeui wenn man^ mit Ausnahme der beiden grölsten positiv 
zu nehmenden Primzahlen^ stets die möglichst grofste positive mit einer 
möglichst kleinen negativen Zahl versetzt^ immer jedoch das Princip fest« 
halt, durch keine Yersetzung ein Resultat hervorzubringen^ welches klei- 
ner ist^ als die verlangte Primzahl. Ganz auf dieselbe Weise wird jede 
ungeradstellige Primzahl gebildet ^ nur mit dem Unterschiede , dals man 
gleich Anfangs blols die einzige nuchstvorhergehende Primzahl positiv^ 
aber diese dann doppelt zu nehmen hat. 

Beisp. 1. Es soll die lOte Primzalil 29 aus den vorherigen ge« 
bildet werden. Es ist 

l— 2 
+ 3—5 
+ 7 — 11 
+ 13—17 
+ 19 
+ 23 
=66— 35 = 31. 

Demnach der Unterschied 31 — 29 durch Versetzung wegzuschaffeui wels- 
ches geschieht^ wenn +2 — 3 statt — 2+3 gesetzt wird« 

2. Es soll die 17te Primzahl 59 aus den vorhergehenden gebildet 
werden. Es ist 

1— 2 

+ 2—5 
+ 7— 11 
+ 13— 17 
+ 19— 23 
+ 29— 31 
+ 37— 41 
+ 43— 47 

+ 2.53 = + 106 

= 258 — 177=8h 

Folglich ist 81 — 59 = 22 durch Versetzung wegzuschaffen. Da nun 43 — 11 
SS 32 9 durch Versetzung von 43 mit 31 also das Resultat kleiner als 59 
wiirdoj so kann man 43 nur mit 41 versetzen; eben so ist 37 — 9 s= 26^ 
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also mur« 37 mit 31 versetzt werden ; 29— 3 = 26^ "also kann 29 nicht ver« 
Mtst werden; 19 — 3 == 16^ folglich müssen 19 und 17 ihre Stellen Ter« 
tauschen I und die noch äbrigbieibende 1 wird durch Versetzung von 3 
und 2 fortgeschafflt^ so dab 

69 = 1+2-3—5+7-11+13+17—19-23+29+31-37+41^43—47+2.63. 

Nach diesen Regeln ist die diesem Hefte angefägtei mit II« bezeich« 
n^e Tafel berechnet ^ und bis zur Primzahl 499 ausgedehnt worden. 

Diese Tafel enthält die CoeEBcienten^ mit welchen die über densd« 
ben stehenden Primzahlen muUiplicirt werden müssen^ um die zu Anfang 
jeder Horizontalreihe als Argument stehende Primzahl zum Resultat zu ge- 
ben^ so dafs z. B. 11 = + 1 — 2 + 3 — 5 + 2.7 u« s. w. Aufser den ange- 
gebenen habe ich noch die Primzahl 5003 nach denselben Gesetzen berechnet. 

Ein Gesetz der Vorzeicheu ist in dieser Tafel auf keine Weise zu 
erkennen; ein solches Heb sich aber auch bei der angegebenen durchaus 
willkürlichen Bildungsart gar nicht erwarten. Nur dies kann man bemer« 
ken: je weiter die zu bildende Primzahl hinaus liegt, eine desto ge- 
ringere Anzahl von Primzahlen hat man aus der ursprünglichen Anord- 
nung zu Torsetzen, so dafs mit Ausnahme der Zahlen 2 uud 3, welche 
häufig ihr Vorzeichen vertauschen, die Vorzeichen immer mehr abwech- 
selnd plus und minus sind» So ist z. B. für 5003 die Suumie der ur- 
sprünglichen positiven Glieder =781969, der negativen =774388, also 
ihr Unterschied 7581, demnach noch wegzuschaffen 7581 — 5003=: 2578^ 
welches durch die Versetzung von 4973 mit 3691 , von 4937 mit 4933, 
von 4789 mit 4787 und von 3 mit 2 bewirkt wird, so dafs, mit Ausnahme 
vor 2 uud 3, die Vorzeichen bis zu 3677 abwechselnd positiv und ne- 
gativ sind. 

Eine sehr einfache Folgerung aus den aufgestellten Setzen ist, dafe 
die natürliche Reihe der Primzahlen, wenn diese von 1 bis zu einer belie- 
bigen hin, abwechselnd positiv und negativ genommen Pferden, ein Resultat 
giebt, welches gröfser ist (nur bei den 5 ersten Primzahlen ist es nicht 
grörser, sondern gleich), als die nächstfolgende Primzahl , wobei jedoch 
zn bemerken ist, dafs die letzte Primzahl der Reihe positiv genommen 
werden mufs, wenn die vorhergehende positiv, und doppelt, wenn die 
vorhergehende negativ ist. So z.B. ist 
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2.1=2 

1+2 = 3 

l_2 + 2,3 = 5 

l-.2 + 3 + 6 = 7 

1—2 + 3— 5 + 2.7=:ll 

1—2 + 3— 5 + 7 + ll>13 

l_2 + 3_5+7— 11+2.13>17 

1 — 2+ 3 — 5 + 7—11 + 13 + 17>19 

etc. 



Eine Bemerkung des Herrn Verfassers aber Primzahlen^ aus einem Briefe an 

den Herausgeber. 

Die Primzahlen vob der Form 4/2 + 1 untersdieiden sich von de- 
nen 4/2 + 3 auf so vielfache und entschiedene Weise, dafs mau, da über 
das Bildungsgesetz der Primzahlen, vorausgesetzt, dafs ein solches über- 
haupt entweder für alle, oder nur für gewisse Gattungen der Primzahlen 
existirt, gar nichts bekannt ist, von vorn herein die Frage, ob bis zu einer 
gegebenen Zahl hin, gl eich viele Primzahlen 4/2+1 und 4/2 + 3 sich fin- 
den, %vie ich glaube, nicht leicht entschieden wird bejahen, aber eben so 
wenig verneinen wollen. Der einzige Gruud lür eine bejahende Ant- 
wort möchte der sein, dafs man nicht absehe, weswegen in der Reihe 
aller ungeraden Zahlen, von der Form 4/2 + 1, sich mehr oder weniger 
Primzahlen finden sollten, als in der Reihe aller ungeraden Zahlen 
4/2+3, da doch beide Reihen gleichviel Zahlen enthalten. Aber selbst 
diesen Schlfils, dessen Schwache übrigens einleuchtet, zugegeben, so schien 
es mir doch sicherer, einmal die Frage auf dem Wege der reinen Erfah- 
rung, also durch blofses Abzahlen bis zu einer nicht unbeträchtlichen 
GrÖnze hin, wenn auch nicht zur völligen > so doch zu einer Art von 
Entscheidung zu bringen. Auf diese Weise bat sich ergeben , dals die 
Primzablen sieh auf folgende Weise eintheilen. Es finden sich: 
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Primzahlen 




Primzahlen | 




Primzahlen | 


bis 


4/1+1 1 4/2+3 


bis 

18000 


4/1+1) 


4«+3 


bis 

35000 


4a+i 


4ii+3 


1000 


81 


87 


1023 


1041 


1865 


1867 


2000 


148 


155 


19000 


1074 


1084 


36000 


1908 


1916 


3000 


212 


218 


20000 


1131 


1131 


37000 


1958 


1964 


4000 


269 


281 


21000 


1178 


1.182 


380ÜO 


2007 


2010 


5000 


331 


338 


22000 


1229 


1235 


39000 


2(»54 


2053 


6000 


365 


398 


23000 


1278 


1286 


40000 


2096 


2107 


7000 


444 


456 


24000 


1332 


1336 


41000 


2138 


2153 


8000 


501 


506 


25000 


1377 


1385 


42000 


2190 


2202 


9000 


556 


561 


26000 


1428 


1432 


43000 


2244 


2250 


10000 


611 


618 


27000 


1484 


1477 


44000 


2288 


2291 


11000 


661 


674 


28000, 1527 


1528 


45000 


2335 


2340 


12000 


710 


728 


29000 
30000 


1574 


1579 


46000 


2384 


i377 


13000 


769 


778 


1018 


1627 


47000 


2326 


2325 


14000 


821 


831 


31000 


1670 


1670 


48000 


2476 


2470 


15000 


860 


885 


32000 


1714 


1718 


4<K)00 


2520 


2515 


16000 


M*J3 


939 


33000 


1769 


1769 


50(KK) 


2566 


2567 


17000 


972 


988 


34000 


1822 


1816 









Hieraus geht also, wie zii erwarten war, berror, dafa man mit gro- 
(•er Wahrscbeiulichkeit annelmieu kann, die Anzahl der Primzahlen 4/2-|-l 
Ml der Anzahl der Primzahlen 4/i-f-3 nicht blols im Allgemeinen, sondern 
auch bis zu einer gegebeneu Grenze hin sehr nahe gleich» 
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14 

über die Summirung gewisser Reihen. 

(Von d«in Herrn Dr. Stern zu Gotliogen«) 



JJekanntlioh ist es leicht ^ HAihen zu summiren, die eine iihnliche Form 

wie die Reiiie : / i iw^ i om + / i i.n/ _i oi^>/ i qi>\ • • • • haben **). Nicht 

SO bekannt scheint aber die Summation der Reihen zu sein^ die so be* 
schaffen sind, dafs zwei auf einander folgende Nenner nur einen oder gar 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben; wenigstens kennt der Yer&^er 
dieses Au&atzes kein Werk^ in welchem allgemeine Methoden zur Summa« 
tiou solcher Reihen gegeben wären« Vielleicht möchten daher folgende 
Erörterungen manchem Leser nicht unwillkommen sein« 

1« iSummation der Reihe 

" a(a4.6)(a+26)"^(a+2fr)(a-f.3A)(a-f46) • • • * ^' 

Diese Reihe inuls für alle endlichen Werthe von a und b (ausgenommen 
weun d =s — b) couvergiren, denn da 

"^^ "• fl(a+fc)(a+26) "^ (a+&)(a+2i)(a+3Ä) "^ ta+26)(a+3^^; («446) •*•• ~ 2nb[a^h) ' 

1 

und *S<*Si wt, so folgt hieraus^ dafc S immer kleiner als ^ .. ; ^ ist. 

Man hat 

., 1 i ( i 2 , 1 \ 

Setzt man nach einander für m die Werthe 0^ 2^ 4^ u. s. w. 9 so erhalt 
man die einzelnen Glieder der Reihe S^ und es ist daher: 

9 — A/'* ^ ! ^ 2 \ 

Setzt man daher 



*) Mao vergl. Eytelwein's Analy9i!( Bd. I. §.386. 

^^) Andeatungen zur Suuuuation dieser Reihe findet man io einer Preisachrifb 

von Ed. Schrafle?: „de summaiione ser. ,,, . .< *t" /» i ., , j o^\ 
CrcUe'i Joomal <l. M. fid. X. Hfl. 3. 28 



• * • » 
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SO ist 
f«lgliehliat 



_1 1, 1 /* j*H-.ag 

«+* «+2* "^ J^a* • • • • *"/. t+«* 

"" 2«»* *»y. ~ 1-H? ^ P"/» !+«• ~"2«»»' 

btz.B. «ssly £ = 1, 80 bat mm 

■taiB2, 6ssl, sohot niMi 

2:3:4 + JTO ■*" e??:! ••••*■ I— log.««t2*). 
2. Sammtioa der Reihe 

tf— 1 j._ * 

Maa fiadet auf ihnUche Weise wie im vorigen Bekpiele: 



JL^_J 3 , 3 1 \ . 

6^Va+mfr •+(in+l)6~I~«+(M+2)* «4-(m + 3)&/' 

•iMirt 

«6»\« rF*"*'«+2» •4-4fr'T'c^ö6 «+7***'7' 

Bfan Mlae 

y. '*'* — i+F T" «411Ä "»^ i+T* * • • • y. nrrp'f'» 

/.^»^'""S+äl + iHFifc + iHF«* ^y. i-x^ » 

und 

*) Di«Mlbe Summe diMsr sw«i R«ihMi bat Littrow auf iadirMlmn W*^;« ga- 
fandaa. Vergl. ai^. de f ««<f. «f« FH«r$b. T. 7. pag. 138. 



alflo 
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Setzt man o ss 1, 6 » 1 ^ so hat mati 

1.2. 3. 4 ^4.d.ti,7^7.8.9.(0* " * • ^ ^ V^ Vo I + x+äVi 
Nun ist 

/n—Ta^^ ^ ilog.Bat.(l + a- + x^)--^arctaiifi(^^), 

/Vq^fp = i»og.iith3~^(awtaiig/3-^^arolang^), 
und daher, da aro taug /3 ==: 60^^ arctang^ =: 30^ ^ Stimiiie der Reibe 

H. Nach diesen ErörtermigeB ist ea leiekt, auoh die Samme der 
aUgemetoen Reihe: 

o_ 1 _. t 

zii geben. 

Man bemerke zurördent« dafe diese R^e (Ur alle endlichen pe- 
sitiTen Werthe von ff uwi b convergirt, weil ihr IVerth tomier kleiner 
ist als der Werth der Reihe 

deren Summe durch einen endlichen Ausdruck beatimmi wird*). 

\Ue Glieder der Reihe sind in dem aligeroeinen Ausdruck 

l 

enthalteni wenn man statt m naeh einander die Werthe 0, A^ 2 A u. s» w. 
setzt« Dieser Ausdmdc ist aber^ fvie sieb leicht zeigen läüst ss 



« • • 



WO Ü! das Product 1 • 2 • « • « i9, und ^% den eten nur Potenz R gehörenden 
BinomialcoefiKcienten bedeutet^ und da;i obere oder untere Zeichen genom« 
men werden miifs^ je nachdem B eine gerade oder migerade Kahl ist. 
Isl dieser Amdruck für irgend eineu Werth R riohtig^ so ist er es auch 
for den Werth R-^l. Denn man erfafiit unmittelbar aus demselben 



^ Man findet d^nsstben z. B. b«i Bytelweia a. a.O. ^405. a. 41t. 

28* 
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1 

[a-f.(»n4-l)6]....[o + (wi+Ä-f-i)ft] 

Es ist aber ^ 

(o+»ift)....[o+(j«+Ä+l)ft] 

_ 1 / 1 1__ ^\ 

"" 6.(B+l)\(a + ifift)....C« + ('n+Ä)*] [a-{.(m+l) fr] .... [a + (m+ü+l) »]' 



^eht man daher Fi von ^ ab, indem man die Glieder, die gleiche Nenner 

baben, verbindet, und erinnert sich, dals ^^03 + '9) =s '''*''15 ist, so hat man 

i 

(.a-f-m6)....[a+(fn4'JR+l)»] 

1 /1 JH»ä , «•>•■& -__L_\ 

^R+l)7pfP\a+jn* «+(w+l)6''"«+(m+2)6**"+ o+(m + Ä+l)fr/* 

Nun ist der Ausdruck (F), wie aus dem Früheren erbeut, wii^eh für die 
Werthe i^sS, ^2= 3 richtig. Er giH daher für aRe VTerthe von R in 
ganzen Zahlen. Hiatus folgt 



oder 



Wpi 



je nadbdem A eine gerade oder ungerade Zahl ist. Kau ersten Falle ist daher 

im zwehen 

Ist z. B. ß SS 2, so hat man 

26' La /• 1— x" "^ /. 1— X** ""21? frV» 1-«« » 

wie schon gefunden wurde. 



'•<••! ««*• 
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4. Summation der Reihe 

o_ 1 1 , i _ 

Diese Rahe muls gldohCi^ far aDe endliche positive Werthe von a und 
b convorgireDy vrtSi ihr Werdi zunsdiai draa positiv und negativ genom- 
menen Werthe der voriiei^ehendea Reihe liegt. Nadi flen Bemerkimgeii 
der vorhergehenden Nummer findet man 

••••""*®\a+(Ä-.l)i""a4.(2B— 1)6/1» 

oder 

••••■" ^ VlTfÄl + S+2S* — )J» 
je nachdem R eme gerade oder ungerade 2SahI ist; abo hat imii in 
ersten Falle: 

nnd im zweiten: 

Ist s.B.aaEBly 6sk1, As=2, so hat man: 

ist a«s2, 6=sl, A=s2, so ist 

'^^ 03-43:6 +6:73- -=2(2--^. I+p)=="«*«"«*-4 = -4- >• 

5. Verbindet man die Reihen aus Nummer 3. nnd 4« durdi Ad- 
dition, so findet man sogleich die coovergirende Reihe 

i , 1 , 1 

o(a+&)....(a+/16) T (a-}-2JR*)....(«+3il6) "*" (a+4Ilft)....(a+Ö Jl>) 



*) Deaselbeo Werth dieser Reihe bat auch Littrow «. *. O. *af udiiectem 
Wege gefaadeo* 
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oder SS _L-ri_««/^_+ 1 N 

j« whiem R eine gerade oder uoferade Zahl iat« Also ist im ersten Falle 
und im zweiten 

Setzt man z. B. a es 2, 6 sss 1, ^=s 3, so hat man: 

•^ "~ 2J.4'f" 6.7.8 "*"J0.11.12**" "~ TIF™ V. 1^^^ "t/. t-«*J 
s=s -^ are. tang. 1 - - y log. oat. 2 = Y — y '°ß* "**• '^ *)♦ 

6. Es ist nun leictit« aiK^ die fihmme der Bvihe: 
o 1 t t , i 

«(o + fc)...(a+R6)''^|.«+(B+l)61-..|:«-f(2R-fl)6l"^|a+(2fl+2>J...la+(3«f2)i]"** 

Sit finden* Piese Reibe convergirt ebenfalls ^ für alle endliohen positiven 

Wertbe von a ond 5, was man eben so wie in 3. beweisen kam. 

Man erhält aUe Glieder dieser Reihe aus dem Ausdrucke 

t 

weuD man statt m alünühUg die Wertbe 0, R-^-l, 'iH'{'2 u. 8.W. anb- 
stituirt. Es ist dafa^ 

•••• + ''® (74^^:111* + j;f2B ••• 7 i (i+BÄ + i^ 
te nachdem R gerade oder ungerade ist, also unter denselben Umständen 

l5t z. B. ö = l, *s=l, Ä«2, seist •S = ~ + |j6 + 7rg:9--- = 



2 



ty. t-ar» V. 1— X* "**y. 1— *»J "" 2y. 1+*+«» 



y|3 n >og. imt. 3 ^^^ V^ •" 

— 2*6 "4 ***•' 4 



:r — lof . Mt. 3 



*) Audi ditl« A«ib« hat Llttroir am aDgenihrten Ortt gefkud«». 
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7« HBtte man htogegeii die Reibe 

g_ i 1 " I f 

80 hCtte mao^ je neekdem A efoe feriKle oder ungertde ZaU ult: 

also 

8. Durch ein Shnliofaes Yerfahren kann die Summe einer Menge 
anderer Reihen gefunden werden^ deren genauere Entwiekelung ich jedoch 
iibergebe«» da rie unmittelbar ana den angegebenen Prinoqpien abgeleitet 
werden können« Ich bemerke nur noch^ dala auf fieeeibe Weise auch 
die Summe von Reihen gefunden werden kann^ bei weldien die Zähler 
der einzefaien Brfiche nicht der Einheit gleich sind. Ea sei z« B« die Reihe 

•^ — 11 (a+b) (a+a6) + (a+3ft) (a+46) (a+Sb) + (a+6^) (a+7b) {a^b) + ^ * * * 

gegeben« Diese Reihe oonTergirt^ sobald a und b endliche positive Zahlen 
sind| imd c einen ächten Bruch bedeutet, wie aus 6. erhellt« Man setze 



r„««^+*-' + c*.«"+*^'+c**.ir*+**"*.... = j 



^^+«0-1 



c"*. «•'* 



"■^ n .,1. 

Termtfge d«8 Aiisdrudu (^) in Nummer 3. findet awn 

+ W+2& + ^^ "*" Hilfe • 7 j » 
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foklich ist 

9. Eben so leicht kann man auf demselben Wege die Summe ei* 
ner greisen Anzahl von Reihen finden , die nach den Sinus und Cosinus 
vielfacher Bogen fortgehen. Als einfaches Beispiel wähle ich die Reihe 

^= aia+b)f,air2b) '^°^'* ^ («+6)(a+26)(«+36) •*"^-^+ {a+2b){a+m^W) ''°*^ ' ' " 

Setzt man statt sinm-^ den gleichgeltenden Ausdruck 2V^^ ^ 

und ruft die Formel (F) in Nummer 3« zu Hülfen so findet man 

-t-Ti- *'■"''■ -:^6'"''"" +•••) + y»- ^- -.TT.-''"'- +•••)] 

-<46'"^'-iÄs-'-'''-+-)+C-p5-'-"'-'-;^-'-'^-+-)l- 

Nun ist 

r .e ^x .er +x .r ^•••— i + ^^e^»'-* 



• 9 * • 



also 

'^^ ~ yV^"^ 1 • '^^U y o 1+ o:*' f -^v -1 y o 1 + x^ r^^ - » '*"y • l + .T^.e'V-i J 

Setzt man o = 1, 6sl, so hat man 



• • • • 



S s=s — —sin 2^-— ;r^-; sin 3^ 4- 5-=-r8in4^ 
1.2.a 2.3.4 ' 3.4.0 

™ 2y'=l- 2 ly, l+or. e^V-'X J. l+a^,^-V-i J' 

woraus man nach bekannten Regeln S-ssL-^iX^iMiA) — |sin^ findet*). 
Göttiiigen^ im September 183 h 

^) DeoselbeD Werth disser tioKelMn Reibe hat Littrow a.a.O. auf ganz var- 
scbledeoem Wege gefundeD. 
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15. 

Anal jtlsch -geometrische Aphorismen 

( Vom Herrn Prof. Ptitcker cn Berlin. ) 



I. 

Einige Beispiele von der Anwendung allgemeiner Symbole 

und unbestimmter Coefficienten. 

] • ich habe schon bei mehreren Gdegenheiten hervorgehoben, wie solche 
Sätze über gerade Linien ^ welche von Grci&en-Bestimmungeu unabhängig 
sind, sich durdi die Anwendung biober Symbole, die au die Stelle liiiea« 
rer Gleichungen treten ^ und unbestimmter Coefficienten, beweisen b^sen# 
Beweise dieser Art scheinen mir besonders zierlich« So wie ein hierher 
gehöriger Satz vorliegt, können wir die Yoraussetzung^i desselben durch 
Symbole und unbestimmte Coefficienten ausdrücken, und dann ist der Weg 
für den Beweis desselben sogleidi angezeigt. Man kann sagen, dais ein 
solcher Beweis ein so rein synthetisdier ist, wie mau sonst derseliien 
nicht leidit findet. Es war ursprünglich meine Absicht, eine dritte Abthei« 
hing des zu Anfang dieses Jahres erschienenen zweiten und letzten Ban- 
des meiner „ anal}rtisoh* geometrischen Ent Wickelungen" diesem Gegen« 
Stande und namentlich der Verallgemeinerung desselben zu widmen. Ich 
will hier durch ein paar Beispiele den Charakter dieser Art von Beweis* 
fnhrungen noch in ein helleres Licht zu stellen suchen« 

2. Der folgende Satz ist allgcraeiu bekannt und gehört zu den 
wichtigeren der Situations- Geometrie. 

Wenn drei in demselben Puncto {Q) sieh schneidende 
gerade Linien gegeben sind, und man legt von irgend einem 
Puncto (/W) der dritten Linie zwei neue gerade Linien {MAA'y 
MBB^)^ von welchen die erste gegebenje in zv^eiPuncten (A 
und £), und die zweite in zwei andern Puncten {A^ und B' ) 
geschnitten wird, so liegt der Durchschnitt von A^B und AB\ 
wo auch der Pnnct M auf der dritten gegebenen, geraden 
Linie fortrücken mag» und wie auch die beiden durch diesen 
Punct gelegten geraden Linien ihre Richtung verändern 

CMite'i jotiriuu d. M . na. X. aa. s. 29 
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mögen, auf einer festen vierfen gerades Liniei die ebenfallt 
durch den Punot gebt. 

Indem wir Ausdracfce von der Form (-^j-j-J5jp-|"^) durch diB 
Symbole c und c* bezeichnen, können wir die drei gegebenen^ in demsel- 
ben Puncto sich sdmeideDden^ geraden Linien durch folgende Gl^lchun« 
gen darstellen: 

c == 0, c' =1 Oy c + c^ = 0. 
Wenn bei ahnlicher Bezeidmung, die beiden neuen durch My einen Punct 
der geraden Linie: €-{- c'^si Oy gebenden geradai Linien durch 

tf =s 0, i = 
dargesteflt werden, so kttenen wir, um die Bedtngui^ des Satzes ausmdrScken, 

seinen« Aus dieser identischen Gleichung ergeben sich folgende beiden: 

o — c' SSZ c — by 

a — c SS, c* — bm 
Die beiden Gleichungen 

e-r-r' = c — i SS 0, 

ü — c = c' — b = 
stellen folglich die geraden Linien A^B und AB' dar. Denn, die erste die- 
ser Gleichungen, zum Bekpiel, stellt eine solche gerade Linie dar, die ei- 
nerseits durteh den Durchschnitt von os=sO und c'sO, oder den Punct 
A'y imd andererseits durch den Durchschnitt von isO und c = 0, oder 
den Punct iS, geht« 

Wenn wir die beiden letzten Gleidiungen von einander abziehen, 
so kömmt: 

c — r' = 0: 
fie Gleichung einer neuen geraden Linie, die, was diese Gleichung zeigt, 
durch den gemeinschaftlichen Durchschnitt der drei gegebeneu gehl« Aus 
dieser Gleichung sind die Symbole a und b gamc verschwunden, und so- 
mit ist der vorliegende Satz bewiesen. 

Wir beben in dem Vorstobenden keiner unbestimmten €oefficien- 
ten bedurft, weil wir Ausdriicke von der Form (^/ + ^^ + ^) durch 
Sjmhole bezddmet haben. Ein solches Sjmbol enthält implicite sdion 
raien unbestinmiten Coefficienten, weil solche Ausdrüdke einen Coefficieo« 
ten mehr enthalten, als Coefficienten zur Besthnmung einer gegebenen ge- 
radcD Linie nothwend^ sind. 
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• 

3. E« «eien ia derselJbeA Ebene seehs Puocte gegeben^ 
voB i?elch«n drei auf eioer^ und ^se drei ubjfigen auf eioer 
andern geraden Linie liegen« Man kann die drei Pancte der 
eines geraden Linie mit den drei Puncten der andern durch 
neun neue gerade Linien verbinden« Diese neun gerade Li« 
nien schneiden »icb^ paarweise genommen, in aehtsehn neuen 
Puneten« Diese achtzehn Punote liegen zn drei auf se^hs ge- 
raden Linien vertheiit« Diese sex^hs geraden Linien geben 
zn drei duroh dieselben beiden Punote« 

Wir wollen den Beweis ganz direct angreifen, and schrittweise vor« 
wSrtsgehen; also zuerst die Gleichungen derjenigen neun geraden Linien 
entwickeln 9 welche die drei Puncte (f, II, UI) auf der ersten gegebenen 
geraden Linie {G) mit den drei Puncten (1 , 2, 3) auf der asweiten geradeo 
Uuie {H) verbinden. Diese neun geraden Linien wollen wir durch 

0,1), 0,2), (1,3), 01,1)/ (">2), 01,3), 0«,i), 0n,2), o«,3) 

bezeiohnen« M^ir erltalten die Gleichungen aller dieser geraden Linien 
durch Hülfe dreier Sjmbole und vier nnbestimmter €oeflicienfen. Zu die-* 
sem Ende sden die Gleichungen der beiden gegebenen geraden Linien 

[ß) und (//)t 

^ = 0, A = 0, 

und die Gl^ehting einer von jenen neun geraden Linien , fär die wir 

(1, 2) nehmen wollen, s^ 

(1^2) a ^ 0. 

Durch diese drei geraden Linien sind die beiden Puncto (I) und (2) be- 
stimmt« Für (1, 3) erhalten wir alsdaun eine Gleichung von folgender Fonnt 

0,3) a^fiff = 0. 
Durch den Coeffieienten fi ist diese gerade Linie, und also auch ihr Durch-- 
schnitt mit (H), der Pnnct (3), bestimmt. Durch den Punct (3) geht die 
gerade Linie 0^ ^) i durch Eiofnfarung eines neuen unbestimmten Ooefliden- 
ten erhalt man für ihre Gleichung: 

0^3) a+iLg^vh ~p. 
Duroh diese gerade Linie ist der Punct (11) bestimmt. 

Ganz auf dieselbe WeiM erhiUt man für (UI,2): 

0n,2) ö + ^A^O, 

und hiemach fSr 01I> 1) 

011,1) ö + erg + ^A = 0. 

29* 
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• 

Wir sind ako ursprünglich von den beiden geraden Linien (G) und 
(H) lind von (1^2) ausgegangen» Hierdurch sind die beiden Punote (1) 
imd (2) gegeben. Durch (I) legen wir die gerade Linie (I^ S), wodurch 
auf (H) der Punct (3) bestimmt wird^ durch (3) legen wir (ü^ 3), wodurdi 
auf (6) der Punct (II) bestimmt wird. Durch (2) legen wir OII, 2) wo- 
durch auf (G) der Punct (IIl), und durch (III) legen wir (III, 1), wodurch 
auf (H) der Punct (1) bestimmt wird« Um die Gleichung einer geraden 
lauie zu erhalten^ deren Richtung nicht naher bestimmt is^ die aber durch 
den Durchschnitt zweier bekannter geraden Linien geht, bedarf man blofii 
dnes neuen unbestinmiten Coefißdentent Die sechs Puncte (I), (II), (III) 
und (I), (2), (3) sind also durch die drei Symbole a, ff, h und durdi Yier 
Coefißdenten ft, v, ^ und o* gegeben« Den Voraussetzungen des vorstdien- 
den Satzes gemäls bedeuten a, ff, h beliebige lineare Ausdräcke in y 
und Xj und ii, v, ^ und c bleiben ganz unbestimmt. Wenn wir nun aber 
die d>en genannten sechs Puncte noch durch neue gerade Linien verbin<» 
den, so miissoi dch diese nothwendig durch solche Gldchungen ausdriioken 
lassen, welche blols diesdben drei Sjrmbole und diesdben vier mibestimm* 
ten CoefiBcittiten enthalten« Ja noch mehr, wenn wir die Durchschnitts- 
puncte der verschiedenen Terbindungs-Linien, paarweise genommen, durch 
neue gerade Linien verbinden, dann wieder neue gerade Linien durch 
neue Paare von Durohschnittspuncten legen, und auf diese Wdse beliebig 
fortfahren, so erhalten wir für jede solche gerade Linie dne Gldchimg 

von folgender Form: 

Ma ^ Nff + Ph SS 0, 

in der M, N und P bestimmte Functionen der vier unbestimmten Coet- 
fidenten fi, v, ^ und c sind. 

Für die noch nicht bestimmten vier Terbindungs- Linien erhalten 
wir folgende Gldchungen: 

(11.1) a + <r^+yA 5=0, 
(1,1) a+<rff^Oy 

(11.2) a + vÄasO, 
(111,3) Ä+^«* + fÄ = 0. 

Bei einiger Übung können wir die vorstehenden Gldchungen, indem wfr die 
frühem Gleichungen gehörig zusaumienstellen, unmittelbar hinschrdben« 
IMe erste derselben stellt di^enige gerade Linie dar, die dnerseitB durch 
den Durchschnitt von (II, 3) und {G) geh^ dwen GWchungen: 
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« + f^«* + VÄ = 0, ^ = 0| 

und andrerieits durah dttiDurohscfaiiitt tob (III, l) und (/7), deren Glddiungen 

« + (r^ + fÄ = 0, Ä = 
rind. Eineneits hat ako die gewehte Gleichung folgende Form: 

wobei p irgend einen unbeatimmteB CoeCficienten bezeichnet , oder einfe- 
dier, indem .wir fi nnt dem unbestimmten Goeffidenten zunammenfaisett» 
folgende : 

und anderersrits bat dieselbe Gl^efauag fönende Form: 

a-|-ö"^ + y^ = 0, 
wobei f einen neuen unbestimmten Coefficient^i bed^itet« Vtenn die leÜE« 
ten Gleichungen identisch werden sollen, so mnls, bei der UnaMifingigkeit 
der Symbirie o, ^ und h ron einander, p=:i<r und ^=9 genonmieu wer«* 

den, und es kommt: 

a+V^+ vh = 0# 

Auf ganz gleidie Weise ergeben sich die drei übrigen Gleichungen« 

Drei Puncte, die nach dem ersten Theile des vorst^enden Satzes 

in gerader Linie li^en, sind die Durchschnitte folgoider dreiLdnien^Pawe: 

( (I, 2) « = 0, (11,1) a + Cf + vh^Oi 

Ji. \ (II, 3) a + ft^ + ifÄ = 0, (III, 2) fl + ?Ä = 0; 

1(111,1) a + ^^ + fÄs=rO, (1,3) o+f*«- = 0. 

Um && zu beweisra, wollen wir die Gleichung derjenigen geradMi linien 
eotwidLdn, welche durdi den ersten und zweiten und durch den ersten 
und dritten Durchscbnittspunct gehen« W^l solche zwei gerade Linien 
beide den ersten Durdnichnitlspinict enthalten, so haben ihre Gleichungen 

folgende Fwm: , . . , 

L />a + ^Ä" + vÄ = 0, 

tind der unbestinmoite Coefficient p wird einmal durch die identische Gleichung 

und das andere Bfal durch 

/•« + tr^r + rÄ « f{a + ^^ + f A) + t(ü + iig) 
bestimmt« r, ^, f «nd t bezeitfmen neue unbesthnmte Goefficienlen« Sbi 
ihrer Bestinnnung »halten wir einmal folgende Gleidiungen: 

2. /> es: r -f- ^, «r =r rfi, V = n^ + ^f, 
und das andere Mal: 
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Wir erhalten ans den Gletchungen (2.) fmd den Gleichungen (3.) far p 
denselben Wertb^ nemiich: 

IM mmmm ^ ■■ ' ■ ' " ' ■ ■ i h ^ 
^ ^? ' 

und hiernach geht die Gleichung (1.) in folgende nber: 

4. (ftv + ö-f — ya-)ö-f'|üi^T^ + /tt^i;Ä ssr 0, 
tmd stellt mithin eine soldM gerade Linie dar, welche durch alle drei in 
Rede stehende Dutchsohnittspunete geht« 

Andere Gruppen drdler in gerader Unie liegende Durchsehnitts- 
puncte ergeben sich, wenn wir die Puncto (I)^ (II), (lU)^ so wie die 
Puncte (1), (2), (3)^ beliebig untereinander vertauschen« Wenn wir ins* 
besondere (II) mit (II i), und (1) mit (5) gegenseitig vertauschen, so erhal- 
ten wir statt der drei Linien '»Paare {Ä) nun folgende : 

i (1,2) c = 0, (111,3) fl+jLt^ + jA = 0; 

B. ((111,1) ö + <r«- + ?Ä = Of (Hf 2) a+vÄ=:0; 
((11,3) a + f^^ + vÄ := 0, ^ (1,1) a+(r^=0. 

Man sieht sogleich, dals der Übergang von don Gleichungen {Ä) asu d»i 
Gleichungen (JB) durch gegenseitige Yertauschung von fr mit ft und von ^ mit v 
geschieht« Aus (4«) ergiebt sich hiernach sogleich fiir diejenige gerade Li- 
nie, weldie die drei neuoi Durchschnittspuncte enthält, folgende Gleichung : 

Wenn wir ferner (III) mit (1), und (2) mit (3) gegenseitig vertau- 
schen, so whalt^i wir statt der geraden Linien {Ä) die folgenden: 

/(lU, 3) ö + itiÄ-+?Ä = 0, (11,1) a + <r^ + v/i = 0; 

C. \ (II, 2) o + V /i » 0, (I, 3) Ä + ji<^= 0; 
l I, 1) ö +^^ = 0, (III, 2) a + fÄ = 0. 

Die Gleichung derjenigen geraden Linie, welche diese drei neoen Durch» 
schnitUipnncte enthält, hat zugleich folgende Formen: 

Py tf und t sind unbestimmte Coefiicienten , die so angenommen werden 

können, dafs die ersten Theile dieser Gleichungen identisch werden. 

Dicfs giebi: 

1 + /ii t=5 y -f »> M = y^5 ^v = rf. 
Hieraus erhalten wir ohne Miihe för p\ 

und mithin fiir die gesuchte Gleichung: 

•• (/*f — J^ör)a + (l^{ö-— fcVö-}^ + (At^V — ^^v)Ä.aB Ot 
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Wfl«n wir die Gleidmiig (5.) von der Gleiöhuog (4.) abaadien^ w 
erbaken i?ir die Gleichung (6»)» Die drei beziigUohen geraden Linien 
gehen also durch denselben Piinct« 

Wir haben abo in dem Vorstehenden oacbgewiesen^ dafs folgende 
dreimal drei Puncto: 

0, 2), (", 1) ("» 3), (lU, 2) (III, 1), (I, 3) 
(I, 2), (III, 3) (III, 1), (II, 2) (II, 3), (1, l) 
(n, 1), ail, 3) (I, 3), (II, 2) (III, 2), (I, 1) 

auf drei geraden Linien liegen, und diese drei geraden Linien in demselben 
Puncto sich schneiden« Die äbrigen dreimal drei Durchschnittspunete, 
weldie auf drei geraden Linien liegen, die eben&Us wieder in demselben 
Puncto sich schneiden, ergeben sich, wenn wir in dem letzten Sdiema 
irgend zwei lateinische oder irgend zwei arabische Ziffern mit einander 
rertanschen. Es gilt gleich, welche Tertauschung dieser Art wir hier 

* 

Tomehmen; wir erhalten immer, nur in verschiedener Aufeinanderfolge, 
diesdben Puncto« Tertanschen wir (1) und (2), so kommt: 

(I, 1), (II, 2) (II, 3), (III, 1) (III, 2), (I, 3) 

(I, 1), (III, 3) (III, 2>, (LI, 1) QI, 3), (l, 2) 

(II, 2), (III, 3) (I, 3), (II, 1) (III, 2), (I, 2). 

Der auf diese Weise bewiesene Satz ist vollständig, so viel ich 
wei£i, zuerst von Hrn. Steiner in Gergonne's Annalen (Oct* 1828) 
zum Beweise vorgelegt worden« Man erkennt in demselben leicht einen 
besonderen Fall eines Satzes in Bezug auf solche Sedisecke, die sich in 
ehie Linie zweiter Ordnung beschreiben lassen. (VergL das gegenw« Jour« 
aal, Y«Band, S.280«)« An die Stelle der Curve zweiter Ordnung tritt 
Uob ein System von zwei geraden Linien« 

4« Mit dem eben bewiesmien Satze ist iet f<dgende durch das 
„Fiinrip der RedproeitSt" verkniipft, und am angefahrten Orte sogleich 
daneben gestellt« 

Es seien in derselben Ebene sechs gerade Linien, von 
welchen drei in einem Puncto, und die drei iibrigen in einem 
andern Puncto sich schneiden, gegeben« Die drei durch den 
einen Pnnct gehenden geraden Linien schneiden die durch 
den andern Punct gehenden noch in neun neuen Puncten« 
Diese Puncto bestimmen, paarweise, achtzehn neue gerade 
Linien^ welche zu drei in denselben sechs Puncten zusam« 
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men laufen« Diese sechs Paiicte liegen zu drei und drei anf 
zwei geraden LioieD« 

Es einlebt sich dieser Satz in^iedenim aus einem aUgemeinen Satze 
(gegenw. Joimu V«, 280. )f wem man in diesem an die Stelle der Curve 
sweiter Classe ein S}^tem von swei Puncten setzt» Wir können femer 
densdben Satz als zugleich in dem Vorhei^efaend«i bewiesen ansehen, 
wenn wir überall Puncte an die Stelle von geraden Linmn setzen ^ und 
umgekehrt, und, statt durdi die Glek^ungen 

^ = 0, Ä = 0, fl = 0, 
gerade Linien darzustellen , nun durch dieselben diejenigen beiden festen 
Puncte, in weldien die sechs gegebenen geraden Lhiien zu drei und drei 
sich sdineiden und sonst noch irgend einen beliebigen Durdischnitt^nnct 
' dieser Linien darstell^i. (Über diesen Gegenstand vergleiche man den 2« Band 
m^ner ,, Entwicklungen'' oder auch eine unvollkommene Vorarbeit hierzu 
im 6« Bande des gegenwärtigen Journals.) Wir wollen indefs den Beweis 
des vorliegenden Satzes durdi die, allgemeine Verbindung von Symbolen 
fSiren^ die wiederum^ wie iriiher^ glach Null gesetzt gerade Limen dar- 
stellen , und bemerken zugleich ^ dals der so angelegte Beweis des letzten 
Satzes in den Beweis des vorhergehenden übergehe wenn wir den Sym* 
holen dne andme Bedeutung unterlegen« Wir sehen ^ wie das ^Princip 
der Beciprocitiit" für alle diejenigen Sätze^ wdche durch allgemeine Sym- 
bole bewiesen werden können^ unmittelbar gereditfert^ ist» 

Ob der Beweis emes gegebenen Satzes oder ^s mit ihm durah 
das Princip der Reciprodtat verbundenen ^ bei Zu^unddegung gewShn« 
lieber Punct^-Coordinaten, einüacher sein werde, I8&t sich so ziemKoh im 
Voraus nbersdilagen. Einfacher ist es, im Allgemeinen, beim Gdmnche 
dieser Coordinaten, und also auch bei der Einführung von Sjmholeo, 
welche auf dieselben sich beziehen, zu beweiKn, dafs drei gerade Li-» 
nien in demselben Puncte sich schneiden, ab dals drei Puncte in gera- 
der Linie liegen« Bestehen zw^ zusammengehörige Satze, wie die voi^ 
liipgenden, aus mehreren sich aneinander anreihenden einzelnen Sttzen, 
fto wird es im AUgemein^i leiditer sein, denjen^en zu bewemn, nach 
M'i^lohem bestimmte Puncte m gerader Linie liegen, die dann üureraeits 
wieder in demselben Puncte sich schneiden« Denn ^ sdiwiengern Ope- 
rationen wwden biwbei im Allgemeinen mit dnCschem, und die leifditen 
mit zusammengesetztem Gleichungen unternommoi« Der oben gegebene 
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Bew^ des enteil Satees wird liieratcb^ wenn nldit etwa besondere Kunst« 
griffe angewandt werden können , einfacher sein ds der nachfolgende» 
Die Sache verhalt sich gerade umgekehrt, wenn wir uns der neuen Linien»» 
Coordinaten bedi^ien* 

Die Gleichungen der nadi deiii letzten Satze gegd[)enen drei gera« 
den Linien^ von welchen die drei ersten und die drei letzten in demsel- 
ben Punpte sidi schneiden mffgen, seien: 

a o= 0, Ä CS O, r «= 0; a' = 0, i' = 0, c' = ()• 

Wir wollen nachweisen, da& die drei geraden Linien 

(J) (a, b's a\ &), (a, e<i ö', c% (*, c's i', c) 
in demselben Punote sich schneiden» 

Wenn wir für die Glächung der geraden Linie^ welche durch die* 
jenigen beiden Puncto geht, in welchen die gegebenen geraden Linien 
zu drei und drei sieb schneiden, folgende einfuhren: 

^ = 0, 
so können wir die Bedingungen des Satzes folgendergestalt durdh Hülfe 
unbestimmter Coeffidenten ansdriicken: 

a + fiff z=z b^ a -f fi'g: = A', 

a + v^ = c, o -f y'^ = c'. 
Die Gleichung von {c^,b's a^b) ergiebt sich alsdann sogleich, indem man 
zwei unbestimmte Coefficientep p und ^ in folgenden Gleichungen so be* 
stimmt, dals diese Gleichungen identisch werden: 

Man erhiflt auf den ersten Blidc: 

Indem man fc und v vertauscht, ergiebt sich sogleich für (a, c^; a\c) 
folgende Gleichung: 

v'a-f- ^^' + ^^'9 == ^^ 
Wir erhalten endlioh die Gleichung von {b, c'} b', c), indem wir die 

bmden Gleichungen: 

0'\-l^ff + p{a' + v'^O = Q, 

ö + V ^ + ^(ii' -}- ju'^) = 0, 
durch Hülfe der unbestiiiimteii Coefficienten p und q identisch machent 
Auf diese Weise kommt: 

Crelie'B Journal 4. M. lid. X. Hft. 3. 30 
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Man gelangt zur GleiiAung (3,), wenn man die Grieiehung (2.) ron 
der Gleichung (1.) abzieht» Die be2%liohoo drei geraden Linien schnei- 
den üdk ako in demselben Punote» 

Für folgende drei gerade Linien: 

(B) (a,a';Ä,c'), («,A'jC,cO, (*,*'; c,öO, 
erhalten wir die Gleichungen; 

v^a-^fia^ 88 0, 

and sehen ^ dals auch diese drei gerade Linien in demselben Puncte sich 
sdmeiden. 

Indem wir (b) und (c)y und dem entsprechend, ft und v gegenseitig 
mit einander vertauschen^ erhaken wir folgmide drei neue gerade Linien^ 
die in demselben Puncte sich schneiden: 

(C) (a, a'; r, b% (a, c'; *, b% {c, e'; A, a'\ 
vmä für dies^Uien die Gleichungen; 

v'a + (ffc — v)a'+ v/x'^ sss 0. 
Es bleibt uns nun nach dem lEW^ten Theile des yorliegenden Satzes 
noch zu beweisen übrig , dais die drei gemeüoschaftlichen Durdischnitts« 
puncte der geraden Linien (J)^ (B) und (C) in gerader Linie lic^n« Die* 
selben Durchscbnittspuncte können wir durch drei Linien • Paare bestim- 
men, deren Gldchungen folgende sind: 



U*V VfJL* 



C -f O' SS5 0, 



^ =0, 



^a — a' = 0, 

die sidi unmittelbar aus den Gleichimgen der drei Gruppen von drei ge- 
raden Linien ergeben. Die Gleichungen irgend dreier gerader Lnuen, 
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>velebe durch die drei Durchschiuite der in Rede stehenden drei Linien- 
Paare gehen^ haben folgende Form: 

*• i i^i^y-' '^-^g + yiTr-^ — ^} = 0, 

E& ist also nachzuweisen^ dafs dieae drei Gleichungen durch schickliche 
Wahl der drei unbestinunten Coefficienteo p^ y und r identisch gemacht 
werden können , was für Ausdrücke a^ a^ und ff auch darstellen mögen. 
Diese Bedingung fordert zuerst: 

p — ^ — r. 
Wenn wir den Werth ron ;>=^7 aus den Coefficienten Ton c in den bei- 
den ersten der Gleichtingen {4«) bestimmen^ so ergiebt sich: 

Da der vorstehende Ausdruck für p in Bejaebinig auf fi und v symmetrisch 
ist, und die beiden letzten Gleichungen -(4.) durch gegenseifige Verfau* 
schung von ii und v in einander übergehe»^ so folgt, daCs wir für den 
unbestimmten CoefGcienten /!i(=^==m) denseltieu Ausdruck durch Ziuam- 
menstelhing der Coeflicienten von a in der ersten und dritten der Glei*- 
chnngen (4.) erhalten hKtteo, und eben diefs war zu beweisen . 
Bonn, am 1. August 1831. 

(Di« ForueuuDg fo3gt) 
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16. 

Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen 
geradlinigen Figuren in dieselben Stücke« 

(Yoo Umtm Gerwien, Fr. LkaL im KonigL Preub. 22fttai IbC Begiiii.) 



I. 

JLiehrtatz« Habes mehrere Dreiecke ABC^ jfBD^ AED^ 
AEF ^dS.UL Fig. 1.) gleiche, in gerader Linie nebeneinander 
liegende Grundlinien CB^ BD^ DEy EFy und eine gemein- 
schaftliche Spitze Ay so wird jedes dieser Dreiecke in die» 
selben Stucke zerlegt wie die übrigen, wenn man durch die 
Endpuncte B^ D^ Ej der gemeinschaftlichen Seiten zu allen 
Seiten der genaunten Dreiecke parallele Linien zieht. 

Beweis» Aus den Toraussetzungen dieses Satzes folgt zunaehat 
eine gesetznuilsige SchneiduDg zwischen den von B , D und E aus gezo- 
genen Parallelen in den Seiten der gegebenen Dreiedie. So trafen sidi 
hier die Liuien BI und DI in AO, da BI parallel DA^ und CBz^BD 
ist, folglicli BI die Glitte von AC sehneidet, dasselbe aber auch for DI 
gilt, da DI i>arallel AF, und DC=^DF froraiisgeseczt wurde. Eben so 
ergiebt sich die Schneidung von DO und EO in AF, und endlich die 
\ou ßQ und EL in AD. Hieraus geht die Behanplung in der foigCB« 
den Art hervor. 

AABC besieht aus denselbon Stucken wie AAEFj da jed%2sPaar 
dtesor Stucke latitor parallele Seiten, also auch lauter gleiche Winkel hat, 
und sich auIe^erJeni zeigen laist, dals auch ein oder zwei Paar gleichlie-» 
gende Sc^en dieser Stücke gleich sind. Es ist namiich: 

1. CGB Gongruent EM F. {CB — EF.) 

2. BGH congnient AQX. (GB = I^A als P. zw. P^) 

3. HBI coDgrueot ZEO. (BI—EO, da beide Linien ^^A als 
P. zw. P. siod.) 

4. BIR 4:ougrueut EON. (BI=EO.) 

5. AI AS eoiigruent POZF. (IK^ZO^ da lA^DO^ und lA^ 
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DZ ab P. zw. P. kt. IR ist ferner ssPO, da IDssJO^ und SD 
=:^P ab P. zw. P. nein mub«) 

6. äSTL congnieiit XTPf^. {KLtszXQj da KL^KA=iAL^ 
^AC^IAC^^AC 181 9 und XQ wegen der Gleichheit yon AQ^ 
QO, OM, ^EM oder ^AL^ d. h. gleiohfalb r\^0 sein mub. KS 
bt femer ssXJT, da Bich Kd =z£D^D3=z%AE^iAE:=iAE, 
und auoh JTJT = ^J"— ^X = i AE-^i AE^^AE findet) 

7. L2V congruent MNE. {LA =: iS^.) 

Ganz auf dieaelbe Webe lafst sich zeigen^ dab auch die Dreiecke ABB und 
ADE dieselben Stücke enthalten, wie das Dreieck ABC. 

IL 

Aufgabe. Es sind zwei Dreiecke mit gleichen Grund- 
linien undHöhen gegeben; man sall'beide in dieselben StScke 
zerschneiden. 

Legt mau beide Drdecke ABC und DEF^ (Fig. 2.)| so aneinander 
{CGB eongruent DEF), dab die gleichen Grundlinien zusammenfallen, 
welches auf zwiefache Art geschehen kann, je nachdem man £ in B 
oder in C legt, so entsteht entweder in einem von beiden FSllen ein 
Viereck ABGC mit lauter hohlen Winkeln, oder in jedem von beiden 
Fällen ein Viereck ABGC^ (Fig. Z.)j mit einem erhabenen Winkel. 

Auflösung L, wenn eins der beiden entstehenden Vierecke, z.B. 
ABGCy (Fig. 2.), nur hohle Winkel hat. 

Verbinde die Spitzen beider Dreiecke A und G^ und ziehe dul'ch 
den Schneiduugspunct H mit der gemeinschaftlidien Seite BC in jedem 
der beiden Dreiecke zu den Seiten des anderen parallele Linien, abo 
HI und HK parallel zu GC und GB^ HL und HM parallel zu AC und 
AB , so ist die geforderte Zerlegung der Dreiecke ABC imd BGC oder 
DEF vollendet. 

Beweis. Aus der Gleichheit der Höhen ^O xmäjNG ergiebt sich 
die Cortgruenz der rechtwinkhgen Dreiecke AHO und GHN^ abo auch 
die Gleichheit von AH und HG. Hieraus folgt die Congrueuz von AHI 
mit HGL, und von AHK mit HGMy da beide Paar Dreiecke auberdem 
zwei Paar ^gleiche Winkel ab Gegenwinkel paralleler Linien haben. Die 
Congruenz von CIH mit CLH ^ imd von HKB mit HMB endlich be- 
ruht darauf, dab jedes Paar dieser Dreiecke eine gemeinschaftliche Seite, 
und zwei Paar gleicher Winkel ab Wechselwinkel paralleler Linien bat. 
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Jedes der beiden Dreiecke JBC und CBG oder DEF ist also io diesoiben 
4 Stücke zerschnitten wie das andere* 

Auflösung 2L, wenn fedes der beiden entstehenden Vierecke, z. B. 
ABGC (Fig« 3.)^ ^nea erhabenen Winkel bat« 

Verlängere die gemeinschaftHche Grundlinie CB von den beiden 
Dreiecken ^BC und BCC so lange um siela selbst^ bis die Verbindungs- 
linie <ler Sj[>itzcn A und G erreicht wird^ weiches hier von der Linm 
Hl (= HB = BC) geschieht, und lege 

Isteos, durch summtliche Endpuncte B, H etc. der =: CB abgesetzten 

Linien Parallelen zu den Verbindungslinien dieser Puncto mit den 

Si>itzcn A und G, 
2tens9 schneide jede» der beiden Dreiecke JHI und HIGy in welche 

AG fallt 9 nach der vorher gegebenen Auflösung (1.) von JK aus in 

dieselben 4 Stuf^ke, 
3teus9 zekhne bei jedem der 4 Paar entstandener congruentw Dreiecke, 

z« B. MKA und OGjK, die Studie des einen wechselweise in dieStScke 

des anderen hinein^ 
so ist AAIII in dieselben Stiidce zerlegt wie das AHGI^ und es lä&t 
sich aus diesen StScIien eben sowohl das eine gegebene AABC als auch 
das andei'C CGB oder DEF zusammensetzen. 

Beweis. Da AIHK congrueut OGÄ ist, und die Stücke von 
MAK sowohl in ÖÄC, als umgekehrt, die Stücke von OKG in MKA 
bineiDgezeichnet sind, so müssen bei einer geborigen Aufeinanderiegung 
beider Dreiecke sammtliche Grenzten der erlialteneu Stücke in einander 
fallen; folglieh enthlilt das eine dieselben Stücke wie das andere. Das* 
selbe läfst sich aber auch für die übrigen 3 Paar congruenter Dreiecke 
zeigen. Demnach ist überhaupt A AHI aus denselben Stücken zusammen- 
gesetzt wie das /SHGI. 

Ferner wird AABC von donaelben 4 Stücken wie das AAHl 
nach dem in I. bewiesenen Lehrsatz gebildet , da CB = BH = HI ist, 
und von B und H zu allen Seiten beider Dreiecke parallele Linien ge** 
zogen sind. Es ist nümüeh CQB congruent ULIj QBP congruent AMS^ 
BPFR congruent HMSÜ ^ und VKA congrueut UHL. Zeichnet man 
also, wie es in der Auflösung g(>schah, bei jedem der 4 Paar congpruenter 
Stücke, in das uogetheilte Stück (z. B. in PVRB)^ die einzelnen Bestand- 
tbeile des cougruenten Stücks (MSUH) hinein , (namlidi Bol congruent 
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Hwoj opln oot^ient wxai, pn^P coogment xbcMj tftuP oongruent 
cd/fJM, tur congriient dht^ Puv oongruent Mhg^ urRsvu coBgnient 
hel/ffff und eodlioh sRF eoDgnient /27^)^ so zeigt nkh das ganze Dreieck 
j^ßC offenbar aus denselben Stiieken zusammengesetzt wie das AAHI. 
Da sieh nun ferner auf gleiche Weise zeigen Ififst^ dals mittelst der Auf« 
lösung aueh im ACBG dieselben Stiicke erzeugt worden sind^ wie im 
AHGIy und HGI wieder nach dem Anfange dieses Beweises dieselben 
Stücke enthalt wie das AAHIj so geht daraus endlieh hervor ^ dals 
AABC und ACBG oder ABUT wirkfich^ wie es verlangt wurde^ in 
dieselben StScke zerschnitten sind. 

Aomerkung. Eine zweite AuHosuBg für den Fall, dafs das entstehende Tisreck 
einen erbabenen Winkel hat, ergiebt sich folgendergestah: 

Istent, Terlängere CB eo lange um sich selbst, bis AG erreicht wird, welches 

hier für Hl gilt, and lege BQ paraUel LA, BT parallel IG ; 
2lens, schneide CBQ und CBT, jedes nach der Auflosutig des ersten Falls, in 

dieselben 4 Stiicke; 
Stens, setze CQss QV etc.^ CTss TIF etc. ab, and zerlege durch Hülfe des 
in 1. bewiesenen Satzes die hiednrch in BGA und BGC entstandenen Drei- 
ecke BCQ, QVB etc. in dieselben Stücke \ 
4lens, zeichne die einzelnen Bestandtheile der Stucke TonCJBQ in die congroen« 

ten Stücke Yon CBTy und umgekehrt; 
5tens, endlich trage die einzelnen Besfaodiheiie yon CBQ in die congruenten 
Stücke Ton QBV, VBA etc. , und eben so Ton ÜBT in TBTF, fFBG etc. ab, 
so hat man beide Dreiecke ABC und CBG oder DEP in dieselben Stacke zer- 
schnitten» 

Diese Auflösnnj^ hat gegen die zosrst entwickelte den Vorzag» dafs sich die 
Stacke in den gegebenen Dreiecken geradezu erzeugen. Dagegen hat die Tor- 
hergehende Auflösung den Vortheil^ dafs bei derselben jedes der gegebenen Dreieke 
nur höchstens in halb so Yiel Stücke zerschnitten wird, als sich mittelst der 
nweiten Auflosang ergeben* 

Aufgabe. Es sind zwei an FIüchen<-IohaIt gleiche 
Dreiecke gegeben; man soll jedes in dieselben Stücke zer- 
schneiden. 

Auf 1 ösung. Sind ABC und DET^ (Fig. 4.)> die gegebenen Draecke^ 
AB und FE ihire gro&ten Seiten^ so l^e 

Istensy asu EFj der gröfseren von diesen beiden Linien eine um die Höhe 
DQ entfernte Parallele HI^ beschreibe um F mit der zwaten vorher 
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genannten Seite AB einen Kn^s^ und verbinde den zunSchst an E 

fallenden Schneidungspunct / mit Es 
2tenBy schneide nach der Auflösung 1* der Aufgabe II« die beiden Dreiecke 

FDE und FIE in dieselben 4 Stücke; 
Stensy lege AFIE mit seinen 4 Stücken congruent JlKB so an das 

• 

AABCf da(s die gleichen Seiten AB und F/ zusammenfallen ; 
4tens 9 schneide AKB zum zweitenmal in dieselben Stucke mit ABO 

nach der Auflosung 1. oder 2. der Aufgabe IK; 
5tens^ zeichne in die ungetheilten Stücke von ABC die eittzelneB Be- 
standtheile der im AABK liegenden congruenten Stücke hinein, und 
6tensy in die 4 Stücke des AFDE die einzelnen Bestandtheile der con- 
gruenten Stücke des AABK oder IFE^ 
so ist AABC in dieselben Stücke zerlegt wie das ADFE. 

Beweis. Da FI=sFH ist» muls Winkel HIF, also auch der 
gleiche Wechselwinkei IFE spitz sein. Die 3 Winkel lEF, FED und 
DFE sind ebenfalls spitz, da alle 3 nicht der grölsesten Seite ihres zu- 
gehörigen Dreiecks gegenüber liegen, folglich sind die Winkel DFI und 
BEI hohl, und es ist deshalb die Auflösung 1. der Aufgabe II. anwend- 
bar. Wegen der gleidien Höhen und Grundlinieji hat femer jP/£, also 
auch das congruente AAKB mit FD E^ und deshalb auch mit^BC* gleichen 
Flächeninhalt. Demnach haben die Dreiecke ABK und ABC gleiche 
Grundlinien und Höhen, und lassen sich also wirklich nach der Aufgabe 
n. in dieselben Stücke schneiden. Nun sind aber endlich sowohl in die 
Stücke Tou ABC, als in die von EDF, die einzelnen Theile der oongrueaten 
Stücke des AABK eingezeichnet, folglich ist AABC wirklich in dieselben 
Stücke zerschnitten wie das AEDF. 

IV. 
Aufgabe. Es sind zwei Polygone von gleichem FIK- 
cheninhalt gegeben; man soll jedes in dieselben Stucke zer- 
schneiden. 

Auflösung und Beweis. Sei (Fig. 5.) ABCDE das eine^ und 
FC HI das andere gegebene Polygon. 

Istens, verM'andle das /zseit ABCDE auf die bekannte Art in das 
(/? — l)seit EKCDj und zerschneide nach II. die gleichen Dreiecke ABE 
und EKB in dieselben Stücke, so ist auch das ganze {n — l)8dt in die- 
selben Stücke wie das /iseit getheilt« Verwandle ferner im {n — l)seit 
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auf gleiche Weite in ein (/i— 2>eft EDM, sersdmeide wieder <lie hie- 
bei entstandenen gleichen Oreienke EKC und ECM in dxeielben Stücke, 
und seichne sowohl in die Stiidi:e des zu dem meit gehörenden Dreiecks 
jiBB die entetandenen einzelnen Bestandth^e der oongruenten Städte des 
AEBK^ als auch in die Stacke des AECM die einzehien BestandtheOe 
der congruenten Stacke des ACEX, so ist das meity das n — Iseit and 
das n — 2seit in dieselben Stikdie zersdbnitten« Setzt man nun dies Ver^ 
fahren, namentlich die Einaeichnimg der in dem vorletzten Polygon ent« 
standenen kleineren Bestandtheile in die congruenten Stiidke des zuletzt 
erhaltenen nnd des gegebenen Polygons so lange fort, bis sich ein A, hier 
EDM, ergiebt, so ist klar, dals dieses aus denselben StScken wie das ge«' 
gebene nseit ABCDE bestehen mufii» 

2tens, verwandle das mseit FGHl gleichfalls in ein AOIF, und 
zersohneide, ganz so wie es vorher gezeigt wurde, be^de in dieselben Stacke* 
Stens^ schneide die beiden erhaltenen gleidien Dreiecke EMD und 
FOI nach der Aufgabe IIL in dieselbe Stücke« 

4tens, zdchne in die aus der letzten Schndidung hervorgegangenen 
StScke des ABDM die emzelnen Theile der congruenten Studie des A 
OIF bmein, und verfahre eben so mit OIF in Beziehung auf EDM, so 
niilsen beide Dreiecke aus dmsdben Stiicken zusammengesetzt sein« 
Zeichnet man daher 
ötens, m die StScke des /iseks jiBCDE die einzeln«! BestandtheUe 
aus den nach 1« congruenten StSokeu des AEMD^ welche sich mittelst 
der in 3« und 4« ausgeföhrten Schnddung ergeben haben, und consiruirt 
endKch gleicfafidls in den Stacken des mseiU FGHJ die einzekien Bestands 
dieile ans den nach 2« congruenten Stiicken des AOIF, die sich aus den 
Operationen 3« und 4. ergeben, so hat man, da nach 4« beide Dreied^e 
EMD und OIF in dieselben StScke geheilt ttud, offenbar audi das usei- 
tiga Pofygott ABCDM und dte i97seitige Polj^gon FGHl in dieselben 
Stocke zerschnitten^ 

V. 
Aufgabe. Ea sind mehrere Polygone von gleichem 
FlScheninhalt gegeben; man soll jedes in dieselben Stücke 
zerschneiden« 

Auflösung und Beweifu m, n, p^ q sollen die Seitenanzafalen 
der verschiedenen Polygone bezddmen« Zerschneide das mseit und das 

CMVtl0Mnl4.M.Bd.JLBa.S. 31 
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i7seit nach der Aufgabe IV. in dSesdbeii StBoke. Wiederhole ^ese Ope- 
ration beim useit und p^eity und zeidine in die Stücke des maeits und io~ 
die Stücke des /meits die einssdnen Beatandtbeile hinein^ welche aiob in den 
bezüglich congruenten Stücken des /laeits ergeben haben^ so bestehen alle 
3 Figuren aus denselben Stücken. Zerschneidet man jetzt endlich das 
y^scit und das ^seit in dieselben Stücke^ und triigt in die Stücke das ^eits 
sowohl als auch in die Stücke des /2- und mseits die einzelnen Bestand* 
t heile hinein, welche sich in den bezüglich oongmenten Stücken des/iseits 
finden , so ht die Aufgabe gelöset , da jedes der gegdlien^i Poljgooe aus 
denselben Stücken zusammengesetzt ist. Dafs sidi das eben gezeigte Ver- 
fahren nicht auf eine bestimmte Menge von Polygonen beschränkt , son- 
dern auf jede beliebige Anzahl derselben ausgedehnt werden kann, gebt 
aus der Auflösung selbst genügend hervor. 



Mit dem Vorhergehenden stehen noch die folgenden Bemerkungen 
im Zusammenhange. 

1. In den Systemen der Geometrie wird der Satz: dals Dreiecke 
mit gleichen Höhen und Grundlinien gleiche Flächen haben, aus dem zu 
den Parallelogrammen gehörenden analogen Satz abgdeitet, wahrend oifen* 
bar gerade das Umgekehrte, nämlich die Ableitui^ eines Sataes der zu- 
sammengesetzten Figur aus den Gesetzen der anfachen. Statt finden müIstCt 
Aus No. IT. der vorstehenden Abhandlung ergiebt sich, dals diesem Übel* 
Stande mittelst der daselbst gegebenen Auflösung 1. leicht iJ>zuhelfen ist, 
da man sich derselben als Beweis für die blolise Gleichheit der Dreiecke 
unter allen Umstünden bedienen kann. 

2) Aus der vorstehenden Abhandlung geht hervor: dals sich die 
Gleichheit der geradlimgen Figuren folgendergestalt definiren läfst: 

Gleiche biguren sind diejenigen, wekihe von denselben Stiioken ge- 
bildet werden. 
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17. 

Zerschneidung jeder beliebigen Menge verscliiedeu 

gestalteter Figuren von gleichem Inhalt auf der 

Kugelfläche in dieselben Stücke. 

(Vom Herrn F. Gerwien ^ Fn Lieuten« im KöoigL Preufs. 22steD Inf« Reg.) 



1. Aufgabe« (Taf.IV. Fig. 1.) Construirt man die zu einem AABC 
gehörenden zwei Gegenkreise ^ von denen einer, A und die Gegenpuncte 
von B und C^ der andere aber B und C selbst nebst dem Gegenpunct 
Tou A durchlauft, zeichnet ferner den mit den genannten Kreisen conzen- 
trisehen Hauptkreis £Z>, und fallet auf diesen aus B und C die Senkrech« 
ten BE und CD, so lälst sich das entstandene Tiereck BCDE stets in die« 
selben Stücke wie das Dreieck ABC zerschneiden« 

Fall I. Beide Seiten AB und ^C des AABC schneiden die Seite 
ED des Vierecks BCDE. 

Construction« Fülle aus A auf ED die Senkrechte AF^ so ist 
AABC in dieselben drei Stucke zerlegt wie das Viereck BCDE. 

Beweis« Verlängert man die Senkrechten CD und AF nach bei- 
den Seiten, so miissen dieselben in den sphärischen Mittelpunoten M und 
M\ Fig. 2., des Uauptkreises DF und der beiden Gegenkreise AI und 
CK zusammentreflen» Hieraus ergiebt sich MAz=zM'C (Hadien gleicher 
Kreise), MC — M'A {IC = AK als gleiche Reste), während CA = CA ist, 
folglich mul« AMAC congruent AM'AC^ also w^fT.MCA^W.NL'AC 
sein. Nun ist ferner jr.CHD=,AHF, und fT.CDH^HFA^Ri dem- 
nach hat man auch ADHC congruent AH F. Auf demselben Wege er- 
giebt sich endlich die Cougruenz der Dreiecke AFG un<l BEG (Fig, 1.), 
folglich besteht Viereck BCDE aus denselben Stücken wie das AABC. 
Fall 2. Fig- 3. Nur eine Seite AC des AABC schneidet die Seite 
DE des Vierecks BCDE. 

Construction. Schneide EG = DI ab, und ziehe C/, so ist 
AABC in dieselben drei Stücke zerschnitten wie das Viereck BCDE. 

Beweis* Fallet man aus A auf die Verlängerung vou DE einen 
Perpendikel A?\ so ergiebt sieb, ganz wie in f aü 1., die Congruenz von 

31* 
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JHF mit DCHy und rmAGF mit SXG, wed»1b CHzsilU, DCssAF 
wsBEf und DHs=HF leia imifa. HierauB folgt zunSdut die GongnMos 
TOB G£B wStlDC, denn m nt£BrsDC (bewiesen), KGssDI, ß!r,BEG 
wbCDIsssR (oonstnnft), und ferner hat man AHAG oongruent HCT, da 
CH=:HJ, ^.CHIznAHG ist, und nUikHIsssHG al» gleiolie Reste 
swiicliea DHssHF und Blas. EG oder &F ergieiit. FolgUch besteiit 
^JBC wirklich aus densdben drei Stocken wie das YieredL BCDE, 
Fall 3. Beide Selten AB und AC des A^BC treffen nicht dieSeila 
DE des Vierecks BCDE, 

I. Wenn HE kleiner ist ab i£Z>, Fig. 4. 

Construetion« Schneide DA: und HM^sEH, femer DOsaMI, 
HLszHI ^ balbve XH in Q, und ziehe die Hai^tbogea OX, LM, CQ, 
$o ist AABC in dieselban vier StSoke zerlegt wie das Yiereok BCDB, 

Beweis. Wie in Fall I. ergiebt sich ^Cktngnienz rtmCDH mit 
AHF, und von EBG mit AGF, Daher irt DHta HF, EG = 6F, also 
BH-^EG oder DE^HGxssIJF^GF oder H^?, d.h. 1>£ ist zs2HG. 
Hieraus firigt sunSdist, da HE^ ist als iED, daft JU nur zwischen H und 
C fallen kann, iemer, da ans DKssEH, KHrsiDE=i2HG folgt, also 
IKH oderQA>£l/sem mnis, da&<? zwischen J9 und£ liegt, und end- 
lieh daCi QH sb HG ist. Hieraus ergiebt sich 4Si» Congruenz der Sticke 
des Tierecks und des Dreiedc» folgendergestalt. A CQH ist oongruent 
AGH, da QH=zHG, HC^HA (bewiesen) und IT.QHCssAHG fat. 
Femer bat man EIH nawM congruent 0D£ als auch HLM omistmir^ 
demnudb folgt ohne Woteres, daC» audi die Tierecke QEIC und MLGA 
oongruent sein müssen, während xugleidi durch AUdtung gleidier Linien 
und Vnnkel aus den yorhergehenden Congnienaan audi die der Yierecke 
OQKC und IBGH hervorgeht. 

ir. Wenn i7£>i£0 und <2D ist Fig. 5« 

Construction und Beweis* Soboeidet man EHtesDLf Elsm 
DK ab, und ziefat XL, ui wird AEJH oongruent DKL und LHs»DB, 
weshalb, da zuglewh L über die Bfitie von DE hhiaos&nt, auch N, die 
Bfitte von LH, zwisdlien B und H au liefen iuMBmt, und sidi, wie im Be- 
weise des vorhergehenden Falb, JNH ^ HG {ss iSD) ergiebt. Nun ist 
aber auch CHszHAiAHAF oongruent CDH) und MT, NHC sz JHG^ 
folglich hat man ACiVH Congment HAG^ BinThea MIIVH des AJWH 
muls aonäofaft in das Tiereck BBCD geachafll und sof^eksh ha AEGH 



17* Gerwiem, SStrsehneid. gleich grafs^PtgurtH mtf d. ILugtl^ehf in wngr. Siäek^. 237 

oomtniirt werden« Das Eine geseliieht durah AbMiebnuBg toh D019 eoB- 
gtuMtEMIV, da aiob hiedunh Viereck OiVLir oangraeuC üf iViZT ergiebtt uad 
dai Attdere durdi EinseicbouDg nm uiRS coagment CMI^ Endlioh nmla sieh 
noeb DJPfO m HGBI tragen laMea, und daraus ein CMSLK eongruentes 
Fiinfoek entstehen. Dies ergiebt sich^ wenn man GQ:=iIVO, GP^ND 
abscfaneideti da XT.QGP^MJVE^ und also auch b OJVD aus der Con- 
gruens der Tieredce BGHI und CJVLK hervorgeht, während sieh zugleich 
aus den vorhandenen gleichen Stneken die Congruenf der beiden Fünfed^e 
BQPHI und CMELK durch faloise Aufeinanderlegung folgern lälst. Hier« 
mit irt das AjiBC in dieselben 5 Stiioke zerlegt me das Viereck BCDE. 

m. Wenn tf£> ist ah £D (Fig. 6.). 

Zeichnet man ADOK oongruent EIH ab^ halbirt XH in Q, und 
sieht QC^ wo erhiilt man ACQH oongruent HGJ. Es ist also Viereck 
PJQH und Viereck IBGH in das Viereck EICD abzuzeichnen. Dies 
geschieht^ indem man ADXf^y oongruent EPQ constmirt^ da sich hie« 
durch zunächst Viereck XTOXr oongruent PIHQ {VK ist s= QH u« s. w«) 
und Viereck OCQK oongruent IBGH {HG ist s^ DJS oder KQ früher 
bewiesen) ergiebt ^ also nur DPiL congnient BMK zu bestimmm ist, 
(K föUt nach der Voraussetzung immer in ü» Verengerung von DE)y um 
das letzte noch ungeniigend liegende StSok PMKQ an der riditigen Stelle 
NMVL SU erhalten« SoUte hierbei der FaR eintreten^ dals DV oder EQ 
geSbet wSre ab BE, so Ifihrt die Einzeichnung des bei E ungenügend 
enlitdienden Dreiecks in den Winkel D abermals zum SBweok« (Übrigens 
kann sich dieser Fall nie ergeben» wenn HG^ als \R yt^ da, sobald 
.^OBCin emZweieck übergeht^ DH SS HC geradelt als Maxiffwm erreicht.) 
Die Ck>Mtruction der in dem Viereck BCDE eriialtenen Stücke in das 
A ABC lliist sieh endlich stets durch Uobe Knzeichnnng zu Stande 
bringen» IBUT wird nfimlieh oongruent OCPM^ TÜGH also congruent 
JVLyXToäm PMKQ, und iGZ oongruent Dßy oder Eavs ferner ARS 
oongment CPJ, BSGH also oongruent Ff^OK oder PJHQ, und WLYG 
enttioh congruent NLßy oder MKFa bestimmt. 

2* Aufgabe« Zwei Dreiecke 9 und f9 beben gleiche Piacheo 
mid eae gleidie Seite; man soll das eine in dieselben Stücke zerschneid 
den wie das andere« 

Auflösung und Beweis« Legt man S9 so auf ^(^ dafii die g^et«* 
Setod in einander fallen, und zdchnet die cu X gehörenden (in 1« 
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erwähuteu) zwei Gegenkreisf^, so muh Q) mit seiner Spitze in einen die- 
ser Kreise OftlleD. Denn nimmt man das Gegenthcfil an^ und verbindet 
den Schneidnng^punct zwischen einer Seite dieses Dreiecks und dem Ge- 
geukreise mit dem zweiten Endpuiict der 91 und 95 gemeinschaftlichen 
Seite ) so entstdit ein Dreieck ^, wololies gröfser oder kleiner ist als 95^ 
wahrend sicii zugleich S s=: 31 ergieht, da zu beiden dasselbe Tiereck wie 
in No. h über der gemeinschaftlichen Seite constniirt werden kann^ 
woraus die Fehlerhaftigkeit der Annahme hervorgeht. Dahw hat man 
nur das ebenerwiihnte ^ fl inid Q) zugleich angehörende Viereck erstens 
nach No. !• in dieselben Stucke mit % zweitens in diesdben Stocke mit 
^ zu theiien; drittens diejenigen Stocke des Yieredu, welche sich in 
deii^selben innerhalb der Theile von ff durch die zweite Zersdmddung 
er^aben^ in 9 abzutragen, und viert^as in deradboi Art alle Stucke, wddie 
in dem Tiereck innerhalb der Theile von f& entstanden sind, in SB ein- 
zuzeiduien« 

3« Aufgabe. Zwei Dreiecke 9 und % haben gleiche Fladien; 
man mO das eine in dieselben Stiicke zerschneiden wie das andere« 

Auflösung etc. Man zeidiue die zu 9f nadi No« 1. gehörenden 
zwei Gegeukreise, von denen einer d^ Scheitel B mid C durchlauft, be- 
schreibe um B mit dner Seite des JiQ) einen Kreis, und verbinde C mit 
dem Schneidungspunct zwischen dem zuletzt gezeichneten Kreise mid 
dem Gf^eukreise« welcher den Sciieitel A von V durcUSolt, so entsteht 
ein A(^, welches (wie aus dem Inhalt von No. 2. leicht folgt) sowohl 
nut 3 als audi mit ^ glek^ Fl;iche und eine gleidie Sdte hat. Theilt 
man daher nach der Au%abe No. 2« erstens @ mit 9, and zweitens $ mit 
JB in dif'solbeu Stücke^ so ist die geforderte Zersdineidung vollendet, 
wenn man drittens die in € inneriialb der Theile von S entstandenen 
Stiicke iu S eintragt« und endlidi viertens die eben daselbst inneriidb der 
Theile von ^ entstandenen Stucke in % wirklich einzeichnet« 

4. Auf^abo« Ein ^zseit und ein mseit haben gleiche F Ba ii en ; 
man soll das eine in dieselben Stficke zerschneiden wie das andere» 

Auflösunji: etc. Terwandelt man das nseh durch Venalne- 
bun^ einer Spitze in dem Gegenkreise, welchar die GegcnpoMle der iiei- 
den anKc^efiden Winkek^pitzen der Fi^ur durchl^iuft, in ein {n — l)mik, so 
Übt %ich nach der Aufgabe 2« die entstandene Figw nut der gegfhrnnn 
in dieselben Siikko neriegen. Oasselbe gilt aber (or das aus der 
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ten VerwandliiQg horvorgehende (n — ?)8eit und für das (n — lyseit. Folg- 
lich hat man nur die aus der zweiten Zerschneidung in dem (n — l)8ait 
entstandenen Stücke in das nselt sowohl als in das (n — Tjneit gehörig 
einzutragen ) um alle drei Figuren aus denselben Stücken zusaramenge* 
setzt zu erhalten« Schneidet man feruer auf gleiche Art das (n — 2)seit und 
das neuerdings durch Verwandlung entstehende /7— 3seit in dieselben Stücke^ 
so bat man ferner die in den bereit» vorhandenen Theilen des (n — 2)seitB 
zuletzt entstandenen Stücke, in das /zseit, das (n — l)8eit und das (// — 3)seit 
einzuzeichnen 9 um in sämmtlichen vier Figuren dieselben Stücke zu er« 
halten« Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Verfahreos mufs daher 
endlich das gegebene izseit in dieselben Stücke wie jede aus der Ver- 
wandlung hervorgehende Figur , also auch wie das zuletzt entstehende 
Dreiecki welches 9( heifsen mag, zersdinitten werden« Verwandelt man 
nun fernw das mseit in ein Dreieck, welche» fb bezeichnen soll, so lä6t 
sich auch dieses auf die vorher angegebene Art iu gleiche Stücke wie 
das mseit schneiden« Beide entstandenen Dreiecke % und 55 haben aber 
gleiche Flsiche, daher lassen sich dieselben nach der Aufgabe 3« gleich- 
falls in dieselben Stücke zerlegen, und mau hat schliefslich nur die hie- 
durch in 3( entstehenden Theile in das meity und die in ® entstehenden 
Theile in das mseit zu tragen, um die eine Figur in dieselben Stücke 
zu zerschneiden wie die andere« 

5« Aufgabe« Ein iTiseit, ein /2seit, ein /»seit, ein ^eitu.s« w« ha- 
ben gleichen Flächeninhalt; man soll diese Figuren so zerschneiden, dafs 
sich in einer jeden Figur dieselben Stücke ergeben. 

Auflösung« Zerschneide nach der vorhergehenden Aufgabe das 
meit in glache Stücke mit dem mseit und /»seit, und trage die Theile, 
welche sich mittelst der doppelten Zerlegung des /zseits in diesem inner- 
halb der Stücke des maeks und feruer innerhalb der Stücke des pseitH 
ergeben haben, in das mseit nnd /»seit gehörig ein, so bestehen alle drei 
Figuren aus denselben Stücken« Schneidet man ferner das pneit nnd das 
fMit in dieselben Stücke, sa bat man nur die in den bereits vnrbandenen 
Tbeilen des pseit» entstandenen Stücke in das mseit, das /zseit und das 
fsmt gehörig einzuzeichneor, um alle 4 Figuren auf dieselbe Art zusam- 
mengesetzt zu erhalten. Eben so labt sich jede der gegebenen Figuren 
durch wiederholte Anwendung des vorher auseinandergesetzten Verfahrens 
mit aUen bereits zerlegten in dieselben Stücke theilen ; folglich kann man 
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)ede beliebige Menge gleich grofiier aber venchiedeii gestalteter Ftgimn ia 
ifiesdbeii Stücke sdineldeu. 

Schliefidioh ist noch anzufuhreu^ dab tioh aus den vorbergdieiideii 
Betrachtiiugen ohne Weiteres die AuflSsung der nachstdieBden Eck* Auf- 
gabe ergiebt* 

6» Aufgabe. Eine körperliche Bdu 2 ist durch lauter denScbei« 
tel tretende Ebenen zerschDitten^ und aus den «rhaltenen Theüen divch 
Yeränderung ihrer Ordnung eine Ecke # zusammengesetzt worden. In 
derselben Art hat man aus E eine beliefai(;e Mange^ der Kantm-Anzahl 
nach Tersduedenw Ecken e\ ^\ tf" u« s. w« gebildet. Man sdl, wenn E 
uidit graben ist ^ die Edien e^ t\ %'\ e'^' u. s» w« so in kleinere Ecken 
zarscfanaideny dals aidi aus den entstandenen Tbdlen krgend einer dieaer 
Ecken» z« B. #, alle Sbrigen e\ e^\ e*'^ u. s. w* zusammensetzen lassen. 
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18. 
Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung» 

<Fortieiaflg des AdMtet Ha h im enteil^ ud No. 10. im mraften QcHe diem Bandeii) 

(Ton dem Herrn Dr« Stern zu Göttuigen.) 



Zweiten Kapitel« 

A. Terwandelupg der Relhnn in Ketttnbrndie. 

30. 

Hiben so wie es oft niitzlich ist, einen Kettenbnich in me Reihe zii ver« 
wandeln^ so kann auch zaweilen das umgekdirfe Verfahren^ die Verwan- 
dlung der Reihe in einen Kettcnbrucb^ mit Nutzen angewandt werden. 
In der R^el werden diese Reihen nach fortschreitenden Potenzen einer 
Grobe cp geordnet seb^ und es soll dalier im Folgenden gezeigt werdei^ 
wie eine Reihe 

in änen Kettenbruoh verwandelt werden kann. Es ist aber 

es ist also nur nothig zu zeigen ^ wie eine Reihe ^ von der Form des in 
Klammem dngesdilossenen Ausdrucks^ in einen Kettenbruch verwandelt 
werden kann« Zu diesem Zwecke kann man verschiedene Methoden 
anwenden« 

JErtte Methode« 

31. 
Die einfociiste Ar^ eine Reihe von der Form 

in dnen Kettefltoidi zu verwandeln, erriebt sich aus 28.. wenn man das 



*) Diese Form schadet fibiigens der Allgemeinbeit der UntersuchuDg nicbt » in- 
dem man :r=: 1 setzen, nnd —+^ etc. alsdann jede Beliebige Reihe ausdrucken kann. 

^x Px 

••) Soll dieser Ausdruck auf Reihen^ in welchen negative Glieder Yorkoramfsn, 
angewandt vrerden , so hat man nor nothig , in den bezüglichen Gliedern Zähler oder 
ffenner des Coeffizienten negativ zu nehmen. 

CreUe*s Jonniat d. M. Bd.X. H(t 3. 32 



2JIH ^ Strrup 



-'»** = *»^.^s ete., «. = «.> c.ssc^ff.yc^^ «,sc„c^.c„% «Iby 











weoB m 
iit: 








Du aber a,, ff»f«==tf»ff ^sf ^ + ^»ff's9 •»«9 m kkgi 






Eba so findet mal a» 






Ai» der Beihe (Q.) eabtebt aho dar K^tteabroeh F(«.0 = 

AT' A, ., .«:? ^*^) 

Schafft maB •■• dmam Kettenbnicbe ^e feiibrochMa« TheflaWar «ad 
Tbeanaoner, ood d« gifrlnMigpii Factarea wc^ (|. lOi a^ 18.) a» £»- 

32. 
Es<K»Uz.B.dasBi -' x- — x—.«.»-! ^. «J.-1..-2 

ia eioeo Kettenbmdi rarwandeit werdeo; 




t 



üacb $. 28. AaiBOTk. Iia6« tkh dies« FohmI doidi 



b^McbneA, w«Mi «ua ^«ssl «dzt; ist dieReHie eine eadlkhe, to wM ifgwd eia 
Werih >^«srO fcio, vftd abdasD rach der KetUftlmick m emDisikm aci», irafl avh 
<^«^], At,f% etc. •ItJana s=0 aiod« 
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der Reihe (0.) m vergleMieD, ^j = », ^ = n,n —1, ^,= n.« — 1.« — 2 . .. 
...a,s=;iy aa=sl,2i,„,«^ss:1.2,,.,w; ^ ssl, «o erhSlt man 



. n.n-'X^ 






und wenn man den Bnidi redueirt: 



nx 



1. (l+*)' = t+=f 



X ' 



2+(«~^l)a?~?-<''-^>-^ 






welohen AosdnidiL man durdi liü^Vil 4- — — ~ 1 andeuten kMO. 



I I 7n.(n — m)x 1 



Man bemerke 5 dab der Bnich abbricht, wenn n eine ganse ZaU ist, so« 
bald m-ss^n wird. 

Nimmt man — /i statt ^, so hat man; 



nx ^ nx 



2. (i^xy^l—^ vr- =1 












vr^chef Bruch ebenialls dibriebt^ wenn n eine ganze Zahl ist« 
Da (1 +jp)-» =^q^ ist, so folgt aus (1.): 

*■ Fi 






Eben so findet man aus (2.) 






Man hat aho die mericwordige Beziehung: 



I t I m(m — it)af | „ _/. nx i 



32 
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& sei «e Reihe l_j^--+_^-_^ gegeben, 

welche man bekanntlidi ^^J i^J^ erliSU, wenn man naeh der Integra« 

tkm j? = 1 setzt ^ und diese Reihe soll in einen Kettenbruch verwandelt 
werden^ so is(^ im Vergleich mit der Reihe (Q«), jr =: 1, ^i = ^2^=^ ^s ^^^ 
s=al, a^zszmy Äa = — ('^ + '^)^ Ä3sa:m + 2Ä, und überhaupt «g,^ =s 
fm+2r/2), a^^=:— (m + (2r — l)«), und die ganze Reihe =» Q — 1, abo 

Rediioirt man den Bruch und yerändert die Zeichen (nach §• 19.)> so ver* 
wandelt sich dieser Bruch in folgenden : F( 1 : m -f- m* ; n -f* (m -f-/2)' : n etc.), 

welchen man durch ef^Fl ^—j^ — rA bezadmen kann, oder diirob 




X 



F[l:/w+(/w+jp /!)•:«]• 



111 

Setzt man tti = 1, // = 2, so wird die Reihe = 1 — 3 "^ X*^ y ®*®* 

= ^, und Kettenbruch ~ =<Ai?^[l: 1 + (1+2jp)^2J«)> wie schon frfi« 

her (f. 28.) gefunden wurde« 

34. 
Stibstituirt man in f. 32. statt /i den Exponenten r-f-^ w hat man 
nach Formel (1.), 

(•.) (t+ÄT)^'» = ^.F[l+(r+/2)x: 1— m(r+/i— m>r:(m+l+(r+ii— w»]. 
Nun ist 
(A.) (1 + a:)' = ,j:«/^[l+rx:l— m(r— m)a?:(m + l+(/i-.TO)jr)], 



^) Dieter Ketlenbruch ist historisch merkwürdig, weil er die erste Veraiilassinig 
cur Ausbildung der Theorie der Ketten briiche war« Er wurde tmi Beron Brean-' 
her gefunden, der ihn Wallis (s« deaeen Arithm. Inf. Prop. 191.) nültfieilte«. En* 
ler behauptet an mehreren Orten («. B. mAn- de Tac. de PAersb. T. ö^ pag.3L)^ 
Brounker habe diesen Ketteobruch ans der schon Tor Leibnils bakaonten ReMie 
1—^3 4*4* ^^^* abgeleitet, iodessen scheint doch ans ITallis Worten hervorzugehen, 
dafs Brounker ihn auf dem yiel weitKnfigeren, Ton Wallis angegebenen Wege, 
gefunden hat, denn in der angeftihrten Stelle heifst es: quum veronMUssbno wo äif^ 
ßcilius persuQ$um iri Video ^ ut illud ipse suscipert veiii , conabor egp rem ittam ad 
ipsius mtnttm, quam posnm^ proxime, hrtvUer exhibere* 
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(a) = (Ä).(c). 
Ntti neht ieioliC wie tich aiif Sholicbe Werne noch imenAich vkle Bezie« 
hdBgen finden lassen« HStte man den Ausdruck 

wekAen omh in einen KeManbradk Terwandeln will , so miilste man ibn 
erst nach bekannten Regeln in eine nach Potenzen non x fortschreitende 
Reibe Terwandeln^ und auf diese das gezeigte Verfahren anwenden ^)« 

Zweite Methode» 

35. 
Die Kettenbrnehe, welche man nach der ersten Methode aus den 
Reiben erbfilt^ haben alle^ wie die allgemeine Form zeigti sowohl in allen 
TheilzShiem als Theilnennem^ die Grolse jr. Die zweite Methode ab^r 
beruht auf einem auch sonst in der Analysis gebrSuchlidien Verfahren, 
wodurch man Kettenbriiche von anderer Form erbalten kann. Man denkt 
sich nemlieh den Kettenbruch als schon yoriianden, und Tergicicbt ibn 
mit der g^ebenen Reibe^ wodurch man den Werth der einzdnen Thei^ 
ziSiler und Theilnennw erhält. Die Form des Kettenbruchs könnte also 
hypothetisch willkürlich angenommen werden ; aber am brauchbarsten wf*r« 
den diejenigen Kettenbriiche sein^ bei welchen die Grolse x entweder nur 
in aOen Tbeilzählem oder in allen Theilzahlwn und Tbeihiennen] vorkommt ; 
es solieii daher nur KettenbrBebe £eser Art beriidcsiohtigt werden* 

Es sd also die Reihe 

(71) l-^'ji^x + A^x' + J^a^ etc. 
g^dben^ welche in einen Kettenbmch verwandelt werden soll 9 tle^^cn 
Theilz8liler alle = s sind* Man wetze den gesuchten Kettenbruch szr 

F(l+a?: 01 + 0^:172 + ^5 flf» «*©•)**)* »^ •»* 

^i^+'^a«^*— = ^(*^^i+**^f") oder -<^|+-^2a?'*- = F(l:ai + jp:c2 ..)• 

Femer setze manF(flx+ap:a,..»0=-Pf also ist ^i + -r^2jp...rs= — und 

«» + jp 

^) t^ber diese Methode, Reihen in Kettenbriidie za Terwandelo, s. m. be»ooder« 
Ealer in Inirod. in jinah inf. und Opusc» anatyt* T.2« pag. 138 ff. 

•*) Die Porinel F(l + ax^*^i +^****^« •^^•) ^3rde nicht allgemeiner ^ein, 
weil SS iouQsr möglich ist| die Grölsen a^, a^ ...» aus dem Zähler zu schaffen ($« 18.)« 
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(1.) (^, + ^a^ . .)(^i + f)-l=0, 



f^^tdb) da die oonstantea Glieder einander aufheben mfiaien: 

^laj— IsäO oder tfiS»^, 
und man eriiSlt aus (1.) die Gleidiung: 

also audi c,P(^, + ^3^....) + (-^i+^a*....) = 0. 

Man setee nun ^^^^2 + 7^» ^o hat man 

C-iO ei(a2 + |^)(^2 + -^3^-. .) + (^i+^«*--) = 0, 

also «idi ^ 

OiOrtAi^^i = 0, imd a^ = ^. 

Aus Gleiehung (2*) folgt wieder 
und ifreiHi man P|=:tf3+p' setzt: 

3. «ia2(«3 + ^)(^3+'^4^--)+^l(^2+^3a?.-)+(a3+^^^ 

also 

a^a^a^A^^Q^A^ + ayA^ = 0, d. b. a^ c=s — -_i^-2-_. 



Aus (3.) würde man wieder die Bedingungsgleiohung 

erhalten, woraus wieder ^4 gefunden wird^ und so könnte man allmSlig 
alle Theilnenner des Kettenbruches finden« 

Es ist aber leicht ^ jede folgende Bedingungsgleichung aus der vor- 
hergcAienden abzuleiten. Schreibt man nemlioh die schon erhaltenen auf 
etwas geänderte Weise, so findet man 

{a^A^a^-^ A^ia^-^ra^A^ » 0, 

Bieraus kann man nach Analogie folgendes Gesetz ableiten: 

Wenn a^ durch die Gleichung Q e^ -f* ? ^=^ bestimmt wird, so dab ^ 
oidit a^ enthält, so wird a^^^ durch die Gleichung (Qi a^ + ^i) ^m^i + Q 
s= bestimmt » wo Qi, ^i , die AusdriidiLe bedeuten, die man erhalt. 
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wenn man in Q und y den Index *) aller darin Terkonmender A tun 
ebe Einheit erhiAt. 

Um die allgemeine Gültigkeit dieMftSataes einrnsehen, n^me man 
an> ea aei & Gleidumg Qa^ -f- ^ =: aus der Gleicliong 

entatandoi^ wo 'V.i <s^ ^hh^ + r^I et^ *^ ''^ ^"> ^" ^ Amdroeke be- 
deuten , die menr aua Q«^» f«-.i erbalt, indem man den Index aller in 
Q,^ f 7w^i vorkommender ji um eine Einheit erhöht« LVbt man die eon- 
stauten GBeder weg^ und dindbt mit m, so verwandelt sich die Gleichung 

(ü.\ wenn man zugleksh statt P„^ den Werth a^^^i 4* -^ setat^ in folgende: 

-«III 

(«»+.+^)[(C>i«»+yi)+(ft««+y.)*+....] + (?+Qi»+<?2«''...«Q, 

UM hierai» Mgj^ 

«?1 ff« + fl) ff «+!+<? 5=0, 

Die Formel (27.) ist aber, wie aus dem Yorbergdiendeii ecMIt, fSr die 
Werthe mss2, «nssS, folgüdi auch Ar die foigeade Werthe von m 
richtige und das ang^diene Gesetz ist datier allganein. 

37. 

AoB den Formeln «^=— ^, c,^ «-___-£_— folgt, dds der 

Kenner des Bruches^ durch welchen irgend ein Theünenner bestirnttt wind^ 
der ZShler des Bruches ist^ durch wichen der darauffolgende Theilnen- 
ner bestimmt wird* Um daher das Bikluogsgesetz dieser Theünenner au 
kennen, hat man nwt nothig, das der Neniter der BrBdie^ durch weiebe 
sie bestimmt werden, au suchen« In der Folge soll N^ der Nenner des 

Braches sein, durch welchen a^ bestimmt wird, so dafii a.tSs-»-t^ ist. 

38. 

Hat man den Kettenbrach ^(<3roO^=^^(Ai+l*^3+"" + l»0» 
so kommen in dem Zahler dieses Kettenbruohes a^, a« Glieder vor, welche 
sUa Elemente Ci, ^3 •••• ^mf «ndere^ die nur m — 2, m — 4 u«s« w. Ele« 
mente entlttdten. Blan beneiduie ^ Summe der Glieder, dfie m«— /i Elo» 
mente enthalten, dw^ (Oi, a^X^ so ist 



*) Es TsrsCsht sieb tod tslb&t^ dafs man neb hierbsi a, , «^ o. t. w. nMit tslbsl 
Isr dnrch jig, A^ m.9. m. atttgsditfclLt dsilkaa 49Btt. 
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^1. Om = li^i y <^mX + («1» ffm)» + (fli y O4 ••••*)• 

Nun w* ff^, a^^^ 5= ff^i.a^, o^ + Ci, 0^^, («•6.), 

folglich auch (^^^ ^^^^^^ ^ a^^,.(a,, 0. + (a,, a^,)^,. 

Gicbt man nvia den Buchstaben Oiy a^^ u» s« w# dieselbe Bedeotoi^ 
^ie in den Torhergehendeo $$•, so hat man allgemein 

Angenommen, es sei dieser Ausdruck bis zu einem gewissen Wdrdie too m 
richtig, so dals 

4. iV^~l « (ßl f f'mr'tX * ^^-1 + (^'l 9 ^m^\ • ^n^7 + (^2 1 0,^^^A^^^ .... 

SO bat mau 

Es »t aber, nach ($.36.), iV^^.^ = 0^ iV« + iV^.i , ywausgesetzt,'dal8 man 
den Index der ^, in I^^ und TV^^^^ überall um eine Einheit erhöhet, folglich ist 

also die angenommene Form auch noch für den Werth m + 1 richtig« 

Aus §• 36« folgt aber 

N^ = (ai , a,\ ^3 + (a, , c^), J^, 

IKe Formeln (4.), (5.) sind daher für den Fall m as 4, und abo auch für 
alle folgende Werthe von m richtig. 

Mao bat also folgende Regel: Will man den Nenner des Bruches 
wissen, der den Werth von a^ angiebt, so bilde man aus den bekannten 
Werthen äi , «25 • • • • ^m^i emen Kettenbrucb F(Qi -f- 1 : öj • • • • + 1 s ^m^Oy 
nehme den Zähler a^, a,n^i dieses Bruches und multiplicire jeden Tbefl 
(<^iy ^m^i)tn mit ^,H>»9 SC giebt die Summe dieser Producte den gesuchten 

N 

Nenner. Da aber a^ =« ~ ist, so hat man 



Am 

a 



V^l » Qm-~ft )o >/^m— i"T*(fl^ > ^w^-^/t ^yw— «"f " • • • • 



Eigentlich mub man bei dem Werthe von N^ zwei Fälle unterscheiden, je 
nadidem m:=:2/2, oder =2/2 + 1, d*h« dne gerade oder ungerade ZaU 
ist. Je nachdem der eine oder andere Fall eintritt, hat man 



*) bt m eine gerade Zahl, so ist das ktele Glied 4ieees Aiiidrncke (a« , 0m)m^ 1* 
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oder 



Man banerke no^ Folgendes : Ist /v;^_, = . » so * kt auch 

JV» = -%:-'«— --i -. Danun.V, = ffi^,=-— ^ und ^,«: 

— (f. 36*)« also iV, s= ist, so hat man allMmein : 

oder 

Hierdiirolt \iat oun eiaea bequemeren Aoidrudt. fnr a„ gewonnen, ueoilioh 



wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nadidan m eine gerade oder 
ungerade Zahl ist. 

39. 

Es sei die Reihe x\i — -f • "4- ^ — ^ *^ IT ' ' 7 ~ *^ß^^ +^) ge- 
geben, die nadi f • 36. in einen Kettenbruoh verwandelt werden soli. Ifier 
ist (7.) s= 1— -f- + ^ — ^ und daher ^1= — |,, A^ =^, •'j'* — |etc, 

allgenein ^»».^ss — ^, "^^"^^ 2m4-i * ^''* «^ daher dio Wertiio 
Ton Ol f«t Vi >• w. nach %, 36. auf folgende Weise. Ei tat 

*-=— 2 = — 2.1» 



abo 



also 



und 



oder 



^2^,.«j + ^» = 0, 
«,:=— 16=t— 2.2», 



«« — Ä — "~2».3»* 

CieUe** J«t)rMl d. M. IM. X. Bft. S. 33 
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Fährt maa auf diese Weise fort, so findet man, dafs überhaupt 
ist, und mau bat daher 

=:ar.F(l — j;:2 + jP:~^-i-»:2. 2'. ...).... (f. 19.) 

oder 

logil + x)z=:x.,-^F{i-.x:1+x::;^;^^^,-^x:2im + iy), 

Ware der Ausdruck (1 +ar)'" = t + 'w ^ H — y 2 — Jk?\ . . . in einen Ketten- 
hruch zu verwandeln, so hatte man a^== — ; — ^2*öiH-^i = 0, also 

_ 3(m-l) 

und man laude allgemein 

_ . 2.m.(m-fl)....iy;i + n- 1 ) _ (2/1 + 1) . (m— l)rm— 2)....(m — w) 

"* - m-l.(m-~2)....(m — /i)^ «2«+! — ± m.(m + l)....(m + ii) * 

lYO das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist , . je nachdem n eine 
gerade oder ungerade Zahl ist. Man überzeugt sich leicht, daCs der ent«- 
S{)rechende Kef tenbruch abbricht, wenn m eine ganze, positive oder nega- 
tive Zahl ist, und kann hier ähnliche Betrachtungen wie in $• 32« ansteHeoe 
Aus der Gleichung (U.) in §. 36. folgt 

* 7ri— 1 

durch welche Formel der Rest des Kettenbruchs ausgedrückt wird, wenn 
uian denselben bis zum Theilnenner a^ berechnet hat. 



m 

40, 



Es ist nun leicht, auch den Ausdruck , ; p^^^p' >T * w» einen 

Kettenbruch F{1 -{- x : a^ ^ ürta^ - * .•) zu verwandeln. Angenommen | dafs 
P, Px • • • * dieselbe Bedeutung haben wie in $. 36., so findet man 



1 + jB, x + fi, X*. .• * , X 
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und 

(''t+^)[(-^i — ^i)^ + (-^2 — «2)^' + ....!— ar(l +.JBia7 + B,a7\...)=sO. 

Divlilirt man diese Glaiehung mit ar^ und a^etzt zugleich ^^ •— B^ =s C^ , so 
hat man 

Diese Gleichung enthält aDe Glieder , welche die Gleidinng (I.) in $• 36. 
enthält^ sobald man statt J d^n Buchstaben C setzt, aulserdem aber noch 
die Glieder B^x^ B^x'.... Dfe Bedingungsgleichungen werden also die- 
selben Glieder enthalten, wie die des erwähnten §•, sobald statt A der 
Buchstabe C gesetzt wird^ nur werden noch einige den Buchstaben B 
enthaltende Glieder dazu kommen. Die Entwickelung der Gleichung 
{Ui.) zeigt dies am beste'n. Zuerst folgt aus derselben 

OiC|— 1=0 und öl = 7^, 
also ^' 

ö^i(^2.^+^3,^-"*) + (C\-f-C^jtr....) — (B^x-^-B^x^....) as 0, 



Die Glieder, welche B enthalten, erhalt man aus d^ii}enigen, die C ent* 
halton> indem man statt »i C^y c^C^ \u s. w* beziiglfeh— £1, — £- ^»^^ ^* 
selzt# Man findet daher die Bedingungsgleichungen auf folgende Weise: 
Man denke sidi zuerst, et jiei die Gleichung 

(m.) (Cx+C,x-:..)(fli + f)— 1 =0 

gegeben (d. h. man nehme an, es solle die Reüie X-^'C^x-^rC^x'..»* in 
einen Ketteabnich F{l'\'Xiai'\'x:a^....) verwandelt werden), und eut* 
wickele die Bedingungsgleichungen , die die Werthe von ö^ , . a^ u. s« w. 
bestimmen , nach §. 36. ff. ; man setze in den erhaltenen Bediagungsglei* 
chungen ö| C^ = — -B|, C| C3 = — B^ u. s. w» und addire die hieraus^ ent- 
stehenden Glieder am den schon erhaltenen, so v hat man die waliren Be- 
dingungsgleichungen* Aus der Gleichung {rn.) erhielte man z.B. 4^ 
BedinguagsgieichuDge» ^^ ^^ «, + C, == 0, 

(«lÄjCj + Ci)c3 + Ci Cj = 0, 

33* 



252 ^®' Stern, Thtotie der Ktttemkrmehe. 







41. 








1. ()«. + f = 0, 

2. (C».«- + fJ«»+»+0 = 

dKserteBt werdea koMMs, vm an nter Q,, f. die W«rtlM vcntdii, 
die naa «oi Q, f , eriiat, iadeni bub des lades der C 
Eiafaeit «rhobt («. 36.). 

A» (1.) imd (2.) criait m» «e wahre» 

3. ro— /ra„ + y— r = 0, 

4. [(<>— ß.>- + f,— '•,lir^, + P--Ä = 0, 
wo £, r, if,. r,, Sit Weriiie bedetrtea^ £e aeaa effh3t, iadem naa ia Q, 
f, 9i> fi stAtt o,C\, o, Cj a.s. w. — 0,, — B. n. s.w. aetzL Maa wirde 
aber if. , r, aoch uamitteOiar aus Ry r, erinkea ko^Ma, 
dea fadex der B um eine Eiabeit erhöhte, aad imui kaan dabwr «ag< 
Ist en TheibMaaer «. daidi die Gleicfaua}; =s ^ fi. + 7* g^diea, so 
hak maa dea folgeadea a^ durch dMGWehaag (^.«.+7;>^,4..y ssQ, 
wo 5, , 7*. £e Wertbe bedeutea, die maa aus S oad T erihSt, iadeai omb 
dea ladex aller C aad aller fi nai eiae Biabek erbSht. Aaob hier irt dso der 
Xeaner des Bmdies, dorcfa w^ehea <r„ bestiasKit wird, der SBBiler dorjo 
aigea, dordi wdcbea a^^ bestiaiart wird, nad man bat daher auch hier 
aar aSlbig, das Bflduags g e s e u der Weaacr dieser Brache an erforscbeo. 
Bf icirlTf Biaa wieder durch 19^ dea Neaaer des Bruches, dordi weldiea 
m„ bestianac wird, so ^ebt die Chichuag (5.) ia (. 38. sogleich dea Theil 
des Weitb e s roa A),, ia weicheaa C TOtkoHmt, aeadidi 

flieraas anib der aadere TheS des Wcrtbes Toa iT. abgdeitet wa r dea , 
auB al^eneia sCstt a>C„ dea Werth — B^. seW. Ia dieser Ka- 
beaserkeaM«, dsfc «,, o„_, =:«,.«,, o„., + c„ «,„, oad dbher 

r«, , a«^)^ = «, '«„ ««_,)„, + («j , «,_, V-« ....($. 4. ). Aus irsead 
Gliede :'«,, «„-i^u-C^, fo^t daher durch die erwfiiafe Sobstitutioa das 
GGed — B— «-,^c>,e»-.)», «ad asaa hat daher: 
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BItn muls auch hier zwei Falle untencfaeidea^ je naohdein m eine 
oder ungerade Zahl ist« kt mz=z2n, so hat man 

ist dagegen m = 2/i-i- 1 ^ so bat man: 

jy _ K«i> (^mX^vt-^iH^is Ot^2n+-"+(ö,, Ö4„},„^,c;^«+c„^., 

Da ö = 5^ ist, so wird ^» =: , wenn iV^^, = ^ — ist. 

C 1 

Nun hat man (§. 40.) a^ C^ ^a+ C, = 0, also A\ = cr^ C^ = -* . aber a, = ^r^, 

also iVa = , und daher allgemein: 



42. 
Es soll z. B. der Auedruck 

T* ST *y 






r^ — *~" t^ — 1 4 j_^* j_^* ! '^*_L 

in einen Kettenbruch verwandelt werden« Man setze x^^^y^ so geht Sxe-^ 

ser Ausdruck in folgendeu ober : ^ 5 — ^ . Hier ist C/j = — T» + TT 

2^11 4^ 1,16,, ./i 2m 

= 3T' ^«^sr-ij^-ör» ^^ = ~ 71 +-61 = 71 '*"ß*™*''''^'-= (S^^ThJ:- 

"'»'' ^'' = (2m4-l)! > •^*» 
ü, = ^ = 3, 

a; = tt,c, - i». = 5^, ff, = i- :== 5, 

3:57 
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Fahrt man auf dime Weise fort, so findet man dafs allgemein a^=^2m -{-1 
ist, und es ist daher der entsprechende Kettenbnich =^^»^[1-1-^*: Ci^w-fl)!. 

Soll der Ausdruck v , ^ — -j-^ — ; — in eto«) Ketteubrucir 

verwandelt li^erden, so erhalt man die gesuchten Werthe sogleich aus $. 40« , 
vrenu man ^^^ ^^ •«•• =0 setzt , d. b« statt t\ überall — B^ substituirt; 
also ist 

und 

^" \ -(Oa . '^t ,)«• »cn -(^a , 02«-.-^>.+i < «f«..-.criM.i ' 

Für diesen Fall trifft also die Regele wie man ^ine folgende Bediogungs« 
gleichung aus einer vorhergelieoden findet, Toilkommen mit der des f» 36* 
zusaimnen* Ist nomlidi a^ durch die Gleichung Sa^-^-Tz^i g^g^-* 
ben, so wird die folgende (*Si o^ -f- 7*,) i/,^, + »S = sein, wo S^y 7\ aus 
Sy T entsteht, indem man den Index der B um einel Einheit erhobt« 

Soll r.B. der Ausdruck n-r— ^== ^—3 ■'■ eiqen Kct- 

teubrudi Terwaadelt werden, so hat man ^^ = m, B^zs:^ ^T^" ^^^ ^^ 
_ 1 _ 1 



JWj = — O1B2 — ^1= r-ö 



a« 



1.2 



2.3 
»ml mMi fiudet, dals allgemeta 

__ 2.11.. m-l)....(m-i»4-i) _ (2i.+l)(m-t-t)(»-t-g>"-»("»- |-it) 



<diere oder untere Zeidien genommen werdMi nrnb 
gerade oder ungerade Zahl ist. Dasselbe 
■ dem in $. 39. sefimdoMn KettenbrudM, 
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(1 -{-xY" anhiebt 9 sobald man dort überall statt m deo Wertb — m eub- 
stituirt. Man rergU auch §. 32* 

44. 

Will man die Reihe l"h^^r+ yf^.v^ + .n., in einen Kattenbriich 

verwandeln, der die Form F(l:l -|-jr:flrj + j?:öj,.,.) haben soll, so kann 

man die Wertbe von a, , o^ .... unmittelbar auf ähnliche Meise wie in 

(§• 36.) finden. Leichter werden sie auf folgende Weise gefunden. Aus 

der angenommenen Form des Kettenbruchs folgt ^^^ . — -7—5 — 5 — = 

F(l -f" ^2 ö,4"^-^ft ••••)• Die Werthe von ß,, ßg •.^. werden also ganz 
dieselben sein, wie in ($. 43«), sobald man statt B überall J4 setzt. 

Will man den Ausdruck r-j-p — -r-^ — 5 in einen Kettenbruch 



verwandeln, der die Form F(t :1 +^:ffi+^:<7a««- •) haben soll, so ist 

1-f J?iar+£f«jr*.... = F(l+^*<^i+^2flr ). Die gesuchten GröDien 

würden also auf dieselbe Weise wie in $• 36. £P. gefunden. 

Soll dagegen der Ausdruck . "j" ^ ' ^jl d ^ ^a ") -—-' io einen Ketten- 

liruch Fliii^xiai-^xia^....^ verwandelt werden,, so könnte man statt 

dessen vT ' '^ J ^—^^^^ ^= F^X-^* x: a^-^- xia^. . . .) ^eizBu, Die Aufgabe 

ist alsdann auf i^ie des (§; 40.) zurückgeführt, und man kann die dort ge« 

fundenen Werthe unmittelbar anwenden, wenn man A und B überall 

vertauscht. 

45. 

Es möge noch dter Fall hervorgehoben werden, wenn die Reihe 

in einen Kettenbruoh verwandelt werden soll, der die Form 

F[l-|-jF:(öi4-a?)+jr: (02 + op) + ....] 
hat. Aus dieser Annahme folgt sogleich 

A^ '\'Ar^X'\' A^x^... . = V[\ : (a, -j- jr)+ x : (a^ +a?) + •..•]• 

Man setase jer.+ ^ uTar+ etc. = ^5 «o h»* ^^^ (^^1+^2^+- •. ..)>i +^)=« 1> 

und daher I 

A^Qi — 1=0 od«r 01 = -^-. 

Ferner sei Pasjp-^ jrp"> *^ ^^* ^^'^^ 
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oder 

HierauB folgt ^iC^-^diJ^^^i^^^^^O, oder iTi gs — ■;^ , *; — • 

Man findet aUgeoiein jede Bedingungsgleidiiing wob dmr vorfaergehendeo 
auf folgttide Weise: bt a^ durch dieGleidmng Qa^-\'f:=0 gegdMi, tM> 
Tf ird a,n^i durch die Gleichung (Qi am + 9^ + Q) ^,„+1 + Q = bestimmt, 
wo Qif 9i wieder die Werthe bedeuten, die man aus (>, f, erhält, indem 
man den Index der A um eine Einheit erhfiht« Denn angenommen, es 
entstände die Gleichung Q ^m 4* 7 ^^ ^^ Gleichung 

(1.) Cc^ + P^.i)(C) + (?i^ + (?2^' + ..^.) + f + 7i^ + 9'2Är'..*. =0, 
wo 



ist^ so hätte mmt 

«,.«?i+ Q2Jr+.^..) + (l + — -W) (Q +<?1* + (?2*'-m) +^|+ ^2*..-. = 0, 

oder 

woraus «w+i («m 9i + f'i + W + ^* = ö folgt. Da riber die Glachung (I.) 
wirklich richtig ist, wenn m=B2 ist, wie fie Gleichung (^^. ) zeigt, so 
gilt das angegebene Bildungsgesetz der Bedingtmgsgleichungen fiir alle fol- 
gende Wertbe von m. Man sieht, dals auch hier der Nenner des Bruches, 
durch welchen irgend ein Theitnenner o^ bestimmt wird, der Zähler des 
Bruches ist, durch welchen a^^, bestimmt wird. 

Man neiit, dafs bier die Berechnung der Theünenner verwickdter 
wird, als bei den früher (§. 36. , §• 44«) betrachteten Formen, und ich über- 
gehe daher genauere Erörterungen , die sich leicht aus dem Vorhergeben- 
den ergeben, da ohnehin nidit leicht das Bedürfnifs entstehen wird, Bei« 
hen in Kettenbriiche von der hier angenommenen Form zu rerwandela« 

46. 

Folgende Bemerkungen fiber die zweite Methode $.36« — 45. mo* 

gen hier noch Platz finden. Es ist aus der Darstellung ersidUKch, dab 

die Theilnenner o^, Cg, •••• durch die Reihencoefiicienten A^^ ji^, •••• 

vollkommen bestimmt sind» Einer jeden Reihe l+^,jr-f-^,jr* + *f 
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entspricht also nur ein Ketteobruch von angegebener Form, d.h. zvrei 
nicht identische Kettenbriiohe | welche beide in einer und derselben der 
§t36«9 §«44.> $.45«| angegebenen Formen enthalten sind, können nicht 
aus derselben Reihe entstanden sein* Was man also auch für eine, von 
den firüher gegebenen abweichende Methode anwendet, eine Reihe l-f-^,x 
-f- ^^gX* • • • • in einen Kettenbninh zu verwandeln, inmier wird dieser Ket« 
tenlnruoh, sobald er in einer der angegebenen Formen enthalten ist, oder 
darauf zurückgeführt werden kann, mit dem, nach der angegebenen Me^ 
thoden berechneten zusammenfallen« Wäre die Reihe l-^-Jx^^'-j-J^x*'^'^.... 
in einen Kettenbnich zu verwandeln, so vriirde man sie sogleich auf die 
frühere Form zurückbringen, indem man x^z=:y setzte» Die Theilzahler' 
würden also in diesem Falle nicht mehr x sondern x'^ sein« Auch zw 
sammragesetztere Reihen würde man, wie die Analysis lehrt, auf die Form 
i-^-ji^x-^^^x^ •••• zurückbringen, und daher nach der angegebenen Ma» 
thode in einen Kettenbruch verwandeln können« 

Es darf nicht übersehen werden, da|s diese Methode noch einer 
weitere Ausbildung bedarf*). Die aligemeinen Ausdrücke für die TheiU 
nenner, welche in den berechneten Beispielen (§«30., $«42,, $43.,) ge<- 
geben wurden, sind dort nicht durch einen strengen Beweis, sondern viel- 
mehr durch Induotion gefunden worden« In allen cihnUchen Fällen, wo 
die ReihencoefBcienten nach einem gewissen Gesetze gebildet sind, wird 
sieh auch du solches für die Theilnenuer der entsprechenden Kettenbrüche 
angeben lassen« Die vorhergehenden Betrachtungen bieten aber unmitteU 
bar kein Mittel dar, diese allgemeinen Ausdrücke ^u finden imd zugleich 
ihre Richtigkeit za beweisen« Hierzu scheint es vielmehr nothwendig zu 
sein, einen einfachen Ausdruck zu finden, welcher jeden TheUnenner a^ 
(oder jedes TV^, iV^^i) unmittelbar ans den ReihencoefBcienten A^jJ^.... 
finden lehrt« Der Verfasser hat sich vergebens bemüht, die Lösung die« 
ser Aufgabe zu finden, vielleicht aber können die mitgetheUten Ausdrücke 
fiir Nnt , A^m+i y wddbe wohl noch nirgendwo angegeben sind , darauf fob* 
rem Allerdings kann man einen solchen Beweis in vielen Fällen durch 
andwe, im folgenden Abschnitt erläuterte Mittel finden, aber sie sind indi* 



^) Diese Bemerkung gilt auch von niNleTea ahnlicheii HethodeBi welche man bei 
aoderen Scbriftsteliero findet* Man Tergleiche uamentlich M/m de lac. de Pitersl. 
T. 1. pag. 156*/.^ pag. 226. f,, T. 7. pag. 139./. lo letzterem Aufsätze sind die 
•Ugemeioen Ausdr&cke für die Theilneoiier keioeswegea bewiesen. 

CfeOe's ionroal d. M. Bd. X. Hfi. 9. 34 
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rect uod beruhen auf Betrachtung einzelner Reihen ; daher ist die 
düng einer allgemeineren Methode sehr wUnschen»wertb« 

47. 
Man braudit die in den rorfaergehenden $$. enthaltenen Formeln 
nur umzukehren, d. b. man braucht nur a^^ 0^9 ••• als bekannte, A^y J^^ ... 
ab unbekannte Grölsen zu betrachten, um sogleich eineMethode, Ketten- 
in Reihen zu verwandeln, zu erhalten. Aus der Formel 

— — /- T — -2 "T" 7 A ^ ' I • • • • • \9m OOm) 

V«i>«m— i;©^!!» Tt^i> ^w»—»;» 'Xf*-! -!-•••• 

folgt 

Da aber allgemein (ö», öJ»saa^(ao«m-i)i. + (^if «»*-•)«-• wt, so geht die 
obige Gleichung in folgende über: 



(^m 



oder 



1J -— (tf I > gm)» j4m^i^ (q, ^ 0^1)4 >^m~tt*t"^* * * 
• '^m ^ /-- -"n 



Ist also ein Kettenbruch i^(l 4"^«^i~h^«^»4****0 g^g^I>^i^9 ^^ ^^ ^'"^^ 
Reihe l+^iX + -^aap**... verwandelt werden soll, so zeigt die vorste* 
hende Formel, wie man jeden Coefficienten A^ der Reihe finden kann« 
Man bemerke noch Folgendes« Sind A^^^y -^m-i durch die Bedingung»» 
gleicbuugen 

(«if «m-Oo-'ri-i + Q == 

gegeben, so findet man ji^ durch die Gleichung 

oder 

WO Q, , f I die Werthe bedeuten, die man aus Q, q erbalt, indem man den 
Inde^^ der A um eine Einheit erhöht. Der Beweis dieses Satzes beruht 
darauf, dafs die Bedingungsgleichungen dieselben, nur anders geordnet, sind, 
wie in §. 36«, also auch auf dieselbe Weise gebildet werden« Ist aber 
7.a^» + r = 0, so ist auch Cm(^iör,rt~i + + f = ^ = Qa^ + f und 
(<?.ö^ + 9'i)^m+.+ <? = (afl^m + ^)ö^^. + y.ö.-, + ^ = 0, wenn ?„ r. die 
Werthe bedeuten, die man aus ^9 p erhalt, indem man den Index der A 
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um eine Einheit erhöht. Hieraus ergiebt sidb die Wahrheit der Glei- 
chung (2.) von selbst« 

Wollte man deo Kettenbriich ^^(1 +^*^2 +^:^f«*) nach $.28. 
in eine Reihe verwandeln > so hatte man &| = ^^ =:>63 ....== jr^ und es 

wJire der zu x"^ gehörende Coefficient -^» = ± • Die resut* 

tirende Reibe ist daher auch von der verschieden , die atis dem zuletzt 
gezeigten Terfahren entsteht« 

Soll ein Kettenbruch von der Form F(l:l +jr:Oi -f-.r: o^...) in 
eine Reihe 1 -f-^i^c: -f*^2^^4*'**' verwandelt werden^ so findet man die 
erforderlichen Formeln aus §• 44« (oder $• 43.)* Die Berechnung wird 
aber bequemer ausfallen^ wenn man einen solchen Kettenbruch in einen 
anderen F(l: 1 +1:62 + 1 cia) verwandelt (5. 25.). Setzt man *x= If «o 
kann man diesen letzteren Kettenbruch so ansehen, als sei er, durch Hin« 

weglassung der ersten Einheit aus F(l + 1 :3i+ 1162 + ) enstanden, 

und ihn daher unmittelbar nach dem voribiergehenden in eine Reihe auf- 
lösen, indem man o^ = 1 setzt« 

Hieran knüpft sieh zugleich die Bemeikung, dafs man äberhaupt 
alle Kettenbruche nach der in diesem §• gezeigten Methede in Reihen 
auflösen kann, weil man sie immer unter die Form i''"(l+jr:<7i + Ä':ff2---) 
bringen kann, indem man ;r sc: 1 setzt« 

Es sei z.B. der Kettenbruch /^(1:1 + 1:3+4:5 + 9:7....) gege- 
ben, welcher durch jjr„JPXl : l + w^:2/w + 1) angedeutet werden kann. 
Statt dessen kann man 

f(i :1 + 1: 3 + 1 :y +1:^ + 1: — ....) 

schveilieo. Man hat daher o^ss 1, e2»s3 3, «3 = -;^, a^sss-—!, also (nach 
Formel 1.): 

j,= 1=1, 

^2 =* — znr *» 

A (gi+^i )^a I 

^ y, 



«lOa^i 



j , (a,a3 + Qig^+q>CTj.^,+u^a t 

34 
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Setzt nmi die Ariieit for^ so findet man die Reihe 



& AbleitaBg der KetteBbtiidie tos gewisteii Reiheii. 

48. 
Sdion in $• 2« wurde geid^, wie mMi Kettei^mdie aus gewissen 
Gfdfimi jif B^ C,D,....^ von wdehen je drei aof einander folgende einen 
ge wi MS P Zusammenhang hdben, abloten kann. Hat man* abo gewisse, nach 
Potennn von x fortsdureitende Reihen^ welche mtt anderen ahnlich ge» 
Iddeter in einem solchen Zusammeidiange stdien^ so kann man daraus 
sogMdi einen Kettubnidi ableiten« Das einfiid«te Benpid dieser Art 
Uetek die allgemeine Gleidmng des 2ten Grades dar. Aus der Gleidm^ 
€mzajt + 6x^ folgt cxssax^^bj^, cjp^ssajr^+Ä«*, rjc^=«x*+*dp*.,^ 
Tergleicht man diese Ausdrucke mit denesi des §• 2«, so findet warn 

cä^, xzszB, x'^C, *^=Z>, x^szB.... 



T+T •+^stc. 

m 
€ dt« 

Schon hieraus sieht man, dab die Wuraei jeder qnadwtisaiisa Glei» 
chnng durch eoMi Kettenbmch «mgedrSckt werden kann» Dieaer C e g e a 
stand wird jedoch später genauer erörtert werden. Unter den ReBKn 
aber, aus wekhen Kettenbrnche auf soldie Weise ab g el eitet werden kon* 
neni isi besonders dnfen^ meriLwurdEg^ wekhe anersk Gauls » fiesem 
Zweeke angewandt hat ^). 



^) Dieser AnsJmck wird spater aodi auf andere Weite (efoBdea 
^) Vomm. JVC. Golüit^. rt€. T.IL oä ^ 1612. 
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Es sei 

gegeben« Die Bucbstaben a und b können ohne Änderung des Werthes 
der Reilie vertauscht werden^ also ist (f)(ay bj c^ x) ss (^{by a^ Cy jp). 
Setzt man b-j^i statt by c-^l statt c, so findet man 

und wenn man die Glieder^ die gleich hohe Potenzen ?on x enthalten^ 
mit einander verbindet, so findet man 

oder 
Hieraus fdgt, 

* (jp(a, 6, c, ») I g c — ft y(a4"li fr + ^i c+2, a?) * 

Setzt man in Gleichung (L) & + 1 statt a, a i|tatt b und c+1 statt c^ so 
findet man 

y(6+t, g+t^ g+2, g) __1 

9(6+1, o, c + l,a?) ~" . fr-f l,c— g+1 y(£^+2, g + 1, c-f3, a?) 

c+i.c+2 ^Xfc+1, a + l,c4-2,a?) 

_ 1 

. ft + i>c— g+t y(g+l, 6-f2^e+3, xy 
oder * c+l.c+2 ^>(g+l, 6+1, c+2, «) 

a>(a + l. &+1. c+2) _ 1 

i|p(a, 6+1, c+1, X) '^ . 6 + l,c — g + i y(g + l, 6 + 2, c+3) ^ 

c+l.c+2 *Xg+l,ft+l, c+2) 

und wenn man diesen Werth in Gleichimg (L) substituirt: 

2 f (Qt fr+t> c+l>^) _, 1 

q> {q, 6, c, or) i ^ c — 6 

c c+l ^____ 



^ 6+l,c — g + 1 ^ y(g + l, 6+2, c+3, x) 
c+l.c+2 *<p(fl + lj ^+1> c+2, o?) 

Substituirt man hier 47+ 1 statt tf, 6+1 statt &, c+2 statt Cy so findet man 

y(o + l,6+2,c+3, jp) _ 1 

y(g+l,6+l,c + 2,x) •" |_£+1 c+1- 6 

c + 2' c+3 " 

^ 6+2>c — g+2 y(g + 2, 6+3, c+5;a?) ' 
C + 3.C+4 ^>(a + 2, 6 + 2,c+4, x) 
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DfOMin Wertb kann man wieder in Gleiefauog (2.) sobstituireD ^ und fuhrt 
imn eiir dieie Webe fort, lo enttrickelt eidi y^^-^^^^^^^^^^ w eiiieii 
Ke(tmilinieh| dMten Tbeflnenner alle =£ 1 sind, deesen TheHzüfaler abwech- 

.«1.1.1 = - Xp-t-l-^--5a; und - \,\2Z^i)i;+2m^2) "^ "»*» 
WO für m naoiieinander die Wertbe 0, ip 2, 3 • • « • gesetzt werden miia» 
Mn (den ersten Tlieilztlhler ausgenommen^ der s 1 ist). Man hat also 



3 y(a, &+ii c4"^f ^) 

' (p(a,b,e.w) 






8e(r.t man & = (), so wird ^(^i^iC, aO = l| und man erhält in diesem 
Falle aus Gleichung (3.)> indem man sugleloh e— 1 statt c setst: 

JftHl« R«ih»f die In der Form ^(or, l,c,dp) enUMltea ist, kann daher »o- 
glatoh in «inen Kettenbnioh Terwandelt werden. Gaufs hat gezeigt, dab 
die iriohttg«ten y in der Analysit Torkommenden Reihen in dieser Form 
QuIliaUpn Riud« 

Ist 2. B« tf «= 1, r SS 9, tema — y, «o ist 

^(O, 1, C, ») = 1 — ijr + 1/— }j^ ...., 

und daher 

Es ist rstanj;/(t— ^tan^'z + itaug'/— ^tang*./....). Setat man daher 
««i» r — i, *«=~tanRV, so ist f sstang/.4p(|, l,|, —tang'f) = 

l;l+^^tangV:l+^tangV:I+^tang«M+^tan^ftl....„ 

4" T ~r T 

wamm man naah f^hitrHE* Ks dn c iien 



tm^/f 
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findet^ was man kSrzer durdi t = tangf ^^«^[l :1 +m^.tangV:2m-f 1] 
andeuten kann. 

Diese und die übrigen KettenbrScbe^ welche Gaufs au& d^r dei« 
ebung (4.) eulwickelt hat, sind in der Form F(ixl -{-xia^-^-xia^...) 
enthalten, oder können doch auf dieselbe zurückgeführt werden ; sie müs- 
sen daher ($• 46.) mit denjenigen übereinstimmen^ die man nach der Me- 
thode des $• 44. erhUit. Man kann Aw mit Hülfe derselben Prinzi|>ien 
(f> {tty Ij €y 3t) auch in einen Kettenbrach verwandeln, der der Form 
(t 4-^:^i + ^:^f*-) entspricht, und also mit den Jensen überemstimmen 
muls, die man nach $• 36, erhSIt* 

Man findet nemlich auf ähnliche Weise, wie die Gleichung (1.) ge- 



m 

0— OD^ 



1. -_ I 

funden wurde: <P(fl+l,^ — 1>^*^) — (p{(ifb,c^x)=> ir,(p(ö-^-l, A,c-|-1, x) 

und 

Setzt man aber in Gleichung (X)^ a^l statt a,b — 1 statt b, so findet man 
und wenn man diesen Werth in Gleichung (5.) subistituirt: 

ö— ^ r~ c (c^-;^m). (c + 2 7/1+ l) *^-^ (c+2m+i).{c+2fn^2f^ M * 

Nimmt man i = 1, so ist (p(ö + l, ä — 1, c, jr) = 0, mid daher 

- rfl ! ^^^-1 ra+l+m).(o-f//i) rm+ry.fc+>n->-Q) ^ .1 

(v-ca^[l-f ^ -i (c+2w),(c+2m + l)'^'* '(c; + 2:i»+l}.{c+2/7,+2)^'M* 

Die Gieiohheit der Ausdrücke (4.) und (7.) bildet wieder eine sehr merk« 
würdige Beziehung zwischen Kettenbrüchen* 

Setzt man wieder ß = l, c = 2, ar = — y, so giebt die Gleich, (7.) : 
wie sobon $. 39. gefunden vrurde. 
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Ss ist wegMi einer folgenden Betraditurg wichtig, den Werth roii 
tang< in einem Kettenbrudbe aiisgedriickt zu haben , weldier daher noch 
aus dem Vorhergehenden abgelötet werden soll* Will man die Reihe 

1 — TT + 57"-) ofiit der Reihe {A.) Tergleiehen, so findet man 

sinf=^(p(,,,<|,-y^), 

wo /2 3BC, nf =ib unbegrfinit grofiie Zdilen bedeutra^ so dafs alle end* 
liehen, welche zu denselben addirt, oder von denselben subtrahirt werdeo 
sollen^ ab uberfliiissig weggelassen werden können, und /i = /i^ss/i*|»l 
sss/i'-f-l s=/2-f-2=;:/2'-|-2 U.S.W, ist. Eben so findet man 

abo 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Glachung (3.), so bat man 

und daher 

tangf = />or.y[l;l + (4^;^ 

L 4 4 -* 

oder 

tang/ = 4':l-j^:l~5^;l-3^:l-^;l^ 

Folgender Fall verdient nodi eine besondere Erörterung. Man bat 

jrss8iajr.cos^(P(l, 1, |, siajr^), 
also, nach Gleidiung (4.)s 

8. ar=F[sinjc.co8x.l~j^sinjr^;l — j^sInxM.--.], 
und aus Gleichung (7.) findrt man 

sinjr.cosjir-|-sin;r .eosjr«j^sinjr':l — i^siarM—nsindr*:!....!. 

bt sin ;r SS 0, so ist auch x = 0, und daher auch die beiden Kettenbruche 
(8.) und (9.) notbwendig sO; ist dag^en oosorsssO, so ist sinars 1 und 
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^n-j» was auch d«r Werth der beiden K^tenbrSdie sein mub. Da 
sich aber in diesem Falk» der Aiiidniok (8.) in *) f[oi l ~.^:l_i|:i....| 

und der Ausdruck (».) fai F[o + 0:t — ?||:l~i|:l....] verwawielf, so 
mawen diese b^en Kettonbräohe notbvrend^ die Form -7- haben» d. h« 

es muft f[i -- i|: ~ ~; 1....] ==Q, und Mioh f[i ^?|; 1 - 1j|j1 ....] s=0 
sein, oder a^^emeiner, es mub 

•^•^l* (i+2'«).3+2-.)-*~(|+2mr(U2W*i " ^ 

sein (nach Glmdi. 4.), und 

■" rfl (2-fw)tf+m) . (14.m)a-fm) .1 ^ .. ,^ 

•-•^l* (i+2m)(|+5».)-U+2m)(i+2m)-^i « « se». 

Aus diesen Bemerkungen lieben sieb ^e Menge daaelaer Jtttse 
ableiten. 

A«l-0 «0 folgt i«i-| ^rro 






3.5 " 7«tc, 



; o /3.4 



1 e^c. 1 eic. 

y 3.4 y ^.4 

9 etc. 9«U. 

AehnUche Resultate lieben siofa auch ans ^[l — ffl^^ — o^^"-] «^^ 

ableiten. 

Ober die Terwandlung der Reiben in Kettenbrache kann man 

anber den angeführten Schriften nodi folgende nachsehen: 

Nouv. m^m, de l'acad, de Berlin 1776. pag. 236 ff., und 1794. pa^. 126. 
Novn acta aead. Petr. 1784. pag, 36 ff. 

Lambert Betrüge zum Gebnnidi der Malhem. Thl.IJ. S. 54 IE. 
Jnitmles de math^m. pur GergAsae. T. IX, 



•) DtMe RetMnbnidie dianM aU Btwtis d«r io $. 22. aufgMteUun Behauptiug 
OnlWa ImmX 4. K. Bd. X. Bft. 3. 3& 
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Drittes KapileL 

^. V^rwandeluDg der uoeDdJicheo Froducle io: Ketltnbrucbr. 

49. 

Un|€r uaendliahen ProduotOB werden hier Brüche Terstaadinr^ 
deren Zahler und Nenner das Produot einer unendlichen Anzahl von Fao- 
teren sind«^ Die Methode^ soldie Ausdrucke in Kett^briiche zu verwan-^ 
deln^ welche Im Folgenden gezeigt werden soll, beruht auf der Eig«!- 
Boiiaft dieser Producte, sich in Reihen verwandeln zu lassen, weldie Letz* 
tere wieder in KettenhrSche verwandelt werden können. Es seien a^y 
o^f Ojf • « . • a^ b^ebige Ausdrücke, und man bilde aus denselben das Pro- 
duet (t+nOCl + On+a,) .... (l-l-O, welches durch das Zeichen 
(1 +^ii^) angedt*utet werden soll, so hat man 

(l+a,{2) = (l+ö.)(l+a.) = l+a,+fl,(l + ö.|l). 
Hieraus folgt 

(l+aJ3) = (l + a3)(l+a,|2) = 1 +«, + 0,(1 +a,|l) + 03(l +c |2), 
und wenn man auf diese Weise fortfährt, so erhält man 
1. (l+aJ/i)==l+a,+ a.(l+aJi) + a3(l+ß,|2) + .... + a,(i+a.j^^ 

Auf ähnliche Weise kann audi der AuBdrud^ 

(i+6,|ii) (i4-^i)(i+^)--.{l+M 
werden« JMan setze 



1+6, — *-r^.^ 1^^^ — 1 +^,> ••••1+6» — ^'r<^^^ 
so erbalt man mos der Formd (!•): 

oder, wenn man Ar r,, c^ Cj .... r„ die Werthe ^' ~ ' , ^tt^» ^t^h^ ' 
-ri^Tr substituirt: 



. • • • 



^* (i+*xN ~ ^ "^ 1+*. "^ 1+47 \ 1+^,1 1).^ '•••'*^ !+*!.' (t+»,|»^l)- 

Setzt man zur Abkürzung. 

1 + C, = rfxt 14- ff, =» «^tr . . . • 1 + «,r = rfif^ 
J + Ä, = ^,, 1 + *^ «B e», 1 + 6^ S #., 
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SO hat mau *) 

3dwd^»ä%^nmdn M ■ dt-^tt . rf«— "*i dj I rfi"— '* ^i'rfa I dfi^^en di.d^;.,dn~x 
• ^ ^— . IT T' « "*" T # T*»" *■ '*» — — — , 

e^*e^9€^9m—€n ej e^ e^ e^ ^x»*^2 ^» ^i»tfa««.»tf;i-i 

Vergleicht man diesen Ausdruek mit d«r Reihe l+^jr^+^x*^+^x^\... 
und setet arssl^ so hat man 

foigBoh («. 31.) 

dj,d^td2»-*dm „^ j I ^z"^! 



Diefter Ausdruck kann aber noch s^hr abgeknrst werden^ indem man die 
sieh aufhebenden Glieder und die iiberfltissigen Factoren weglälst, und 
zwar findet man nadi Torgenommener ReducCion; 



e^.f^ MM ^» _ (d^ — g»)^!'^! 



d,.d,-e,.e,- (d,-^e,) (d,^e,)d,.e^ 

' * ' ' d^.^^ — e^.e^ elc. 

Da die Bildung der Ausdrucke d^^ d^^ d^^ .... e^y e^, e;> , . . . . durch keine 
Toraussetzung beschränkt ist, so kaou man also jedes beiiebige unendliche 
Product, mit Hülfe dieser Formel , in einen KettMibruch verwandeln. 

Will man diese Formel in einen allgemeinen Ausdruck zusammen- 
fasse», so hat mau 

4 ^f^i'"'^n ^ F(i i ^^ — ^ * 

e, . f. . . . • en' ^* > (rfm— 4 — ^m— i) idmA-jL — *m-fi)^m • ^»il\ 

^ ... ' ■■ . . «I, ■■ ■ 1. ' i ■ ' .» ^111 ■ I 

WO rfo — ^0 = 1 gesefcrt werden mufs. 
Es ist z. B« 

2L--.-2 244^6 
2 ""^ T • 3 • T'T^T^y • • • • 

Setzt man 



rf, = 2, ^2 = 2, «f,=4, <=:4, rf5==<)> ^'ö^e, .... 



*) Schweins Analvsis S. 235. 

35 
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80 bt 



5. 4 = ^(* + l-^ + l-2:l + 2. 3:1 + 3. 4:1 etc.)**). 



Blan konnte auch -^ =s ^W' %*,'"' schreiben* Setzt num nun 

rfiÄ2, rf, = 2, rf,=s4, ^4=*, rf»=6, </e = 6,.... 

«i:^3, 't=l> ^"^Oj ^l'^'j ^^^7y fg^SfÖy 

so fin^ man 

«. 4 = F(l — 1:3^2.3:1 + 1.2:3+4.5:1 + 3.4:34-6.7:1 elc). 



Würde 

rfj s= 2 . 2j rf^ =s 4 • 4j i/j sss 6 • 6^ 1/4 SS 8« 8^ • • • • 

setzen, so erihielte man 

* * — 1<> -^ 4V6'— 3.ö».7— 6V4.7 



6*.8»— 6.7».9elf., 

und auf ähnliche Wene könnte man noch andere Entwicklungen rem 
-^ finden* Eine andere bduuonte Formel ist 

fL — 3>6.».12,i2,18.i8.24>,,, 
2 ~ 2.5.7.11.13. 17.19. 23. ••.• 

Setzt man daher 

dgSsS'f d2^S^6f dy^SSZ^y d^'9Bt2f «••• 

^1 m* Xy €2 ^ss ^^ ^j SS /y ^4 ZK 11| .... 
so hat man 

|^ = F(1 + 1:2 — 2.3:8 + 5.6:1+ 6 7:5 + 11.12:1 +12.13:5 etc.), 
oder (nach $. 15.) 

8. y"ÄF(l+l:l+l:l+2.3:2+5.6:l+6-7:5+11.12:l+12.13:5etc.). 
Der Ausdriiok ^ 2,2.6.6.10.10.... 

giebt, wenn man 

c/i c=5 2, rfj ^=^ 2, ^3 = 6, 1^4 =s 6, . . . « 

setzt: 



^) Diesen Aosdrnck bat scbon Eoler aof fmderern Wege gefoodeH) coai #c 
F«/r. T. 11. pag. 48. 
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9. 1^2 = F(t + 1 :1 + 1. 2: 1-f 2. 3:;i + 5. 6:1+6. 7:3 + 9.10: leec) 
Dfe Kettenbrache (0.), (8.), (9.)> bei welchen die Theilneaner ab- 
wechselnd wiederkehrea^ wührend die Theilxahler nach einem be* 
stimmten Gesetze fortsofareiten, sind besonders bemerkenswertb, weil sieb 
aus keiner Insher bekannten Methode fihnliche Kettenbrache ergeben 
haben; Teniog^ der Formd (4«) dagegen kt es leiobt, eine Menge solcher 
Kettenbrnehe m finden« So z. B. findet Eni er (Intr. m an. inf. i. 185»): 

275 *^ 3.5.7.9.11.13... .• 

Hierans erikfilt man 

10. ^=rF(l+l:3 + 3.4:l+4.5:3 + 7,8:l+8t9:3+11.12:l etc.)« 

Man bemerke, dals es sehr Moht ktf soldie KettenbrSoh^ die aus unend- 
lichen Prododen abgeltttel smd^ auf irgend eine Potenz zn erfaebeiu Denn 

da (i^i:!Li:^y — ^''^'^»— ^», so findet man aus Formel (4.), m- 
dem HMD statt d, e nbendl d*, «* setit: 

80 z. B. ^ebt der AvaArofk 

«» 2».5*.4*.4».6'.6».... 

.. SS t . ■ -^ ■..■■» .1 ■■_— ^ 

4 A »V •t' «V .0 ./ •*.» 

hidem man rfi ss 2^ rfj ^^ 2, • • • • ^1 ** *f ^1 '-^^ 3^ . t • • setzt : 



n 



3 






J?. VerwttiideliiAg der Kelteobraclis io uiiSDdUche ProdactS« 

50. 

Es werde der zu verwandelnde Kettenbmch durch die allgemetoe Formel 



n 



angedeutet, wekhe kürzer durch ,.-x'' (l+ — — ^v »"»- 









er, ete. 



gedriiekt werden kann. Soll non dieser KettMAmch in ein onendKehes 
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d d d 

FroduQt '■ ' *' *" verwandelt werden^ so vergleidia man den Aiüdruck 
i^H^*4*^^ — p ^^^ ^^ Formel (4«) des $• 40.^ und man findet 

/i;sfl^-^e^y ttxtaejip dho disn^n'^n^, ^i^^/z^ und -^ as » % femer 



Hieraus findet man 

w+i (rf,5^, — ^m-^) <^fi»(^m — dm) ^ 

i^» ^«+« = 7j -»x — 7 3^ und 



14. 



dwHri ^^ £m ^m — g/n « -rfm (^m— i "*- ^iw>^i) 
^m+i ^/m ^1» — am* em (<^m— i — ^nv-i) 

Vermöge der Formeln (12.) und (13.) kann man abo jeden Zäh- 
ler und Nenner eines Factors -^^ des imendlichen Produets beredmen. 



und zwar auf dem Wege der Recursion, indem man rf«, d^«», e^^ e^^^ 
als bekannt voraussetzt« Eigentlich aber ist es nicht sowohl wichtige die 
Zithler und Nenner der Factoren einzeln. ^ als vielmehr ihren Quotittiten 

^^^^ zu kennen« Diesen kann man aber auch durch ein independentes 

Verfahren! d» h. unmittelbar aus den Gliedern des Kettenbnichs finden^ 
ohne die Zähler und Nenner der vorhergehenden Faotoren zu kennen* In 
dieser Beziehung benerke man Folgendes. Es ist nidit blos der ganze Ketten- 

bruch i^x ^' ( l + '' — iri dem ganzmi unendlichen Producta '* *' *' *"" 

\ f>m\ eg • e^ , e^ , e^* »m • 

gleWh, sondern auch jeder Theil des Kettenbmohs einem Theile des 
unendlichen Products, d. h. es ist 1 +^ = ^, 1 + ^^ ^ = lii^, 

l JL !L — -- = '* *' '"' ■ u« s, w. Dies folgt unmittelbar aus For- 

• £> - ^ l • ^3 • I • • " • 

■ ".-^ — r 

a, — — = 

mel (3.); denn lafst man das unendlkdie Product irgendwo abbrechen, 
setzt mau Zt B. ? . . ^ 

«4 —— «ß — 1*5 — • .... — 1, 
^4 SS e^ — Cf^ SSS • • • • SS 1, 
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so hat man 






nnd nach Formel {4.} 



dt »d^.d, --. j I liZÜ^L SS j 4- JÜ 



(d^ — e^)d,.e. 



^1 • '».• '^i 






und auf dieselbe Weise fiiadet man, dafs jeder andere Theil des uuend« 
liehen Produets dem entsprechenden Theile des Kettenbruchs gleich ist« 

Zwei auf einander folgende Theife des Kettenbruchs lÜrF^l-f-^ 



i^7+T^(l + ^^^ — Tv wnd also bwBÜgUch a=; ^''^>"-^^% f!jLi^-f[f±L^ „nd 

der zweite Ausdruek durch den ersten dividirt^ giebt -^ . Will man also 

die sucoessiyen Theile des unendlichen Producta erfahren ^ so berechne 
man die successiven Theile des Kettenbruchs , dividire {edea folgenden 
durch den unmittelbar vorhergehenden^ und die Quotienten- werden das 
Verlangte geben« 

Es soll z. B. der Kettenbruch 

F(l+l:l + 2:2 + 3:3 + 4:4-...) = ,-^/'(l+^) 
in ein unendliches Product Tcrwandelt werden. Hier ist 



also **" 7 

d,_^ ^ — 11 — i[ £i — li~i? ^4 — 1 ??— i5 

Das Gesetz 9 nach welchem diese Factoren gebildet siad^ fittit in die Au- 
gen. Es ist nondieh 

e,""l' ^,~3:l+l' ^, ~4(31+1)-1' e, ~ö [4(3.14-1) -1]+1' 

Aus der Natur des gegebenen Kettonbruchs* kann man aber leicht ablei* 
ten^ dab dieses Gesetz allgemein ist^^ d^h» wenn der /2te Factor de» un- 
endlichen Produets =^ TXT ^*V «^ ^'^ ^"^ /i +lte Factor ==^ ;nf27?+tT^ 
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sein. Denn es »«•) x=IH ö —1-1.1^1+^). !■» w» 



audi 



KuB ist aber wifkfich 

-> r/'i j. "'\ 4 _i-i A ^-2 

»--'V ' k/ — ^Mj_2, — 4 — 3.1+t» 

■'"2 

feiglich •n-emeb ,r-F(l + ^) = ,-;Jqi^i Ji » w«n .J^.f(i + ^) = -f- 

iit. naJ das Biidua£>;:esetz der Facton^n ist dikr aDgenMm bewiena. 
Aus ^Miereo Betrachtung»! ($. ÖO.) wird ach 

,::,r(l-h -)=—!- ist; mut hat daher 

.> t __ 2 S 16 75 466 3I«5 

f 

WoBte BMo die Fadaren nftoh den FomelB (12.) «mI (13 
to hStte man 




' Und rw« Kil f to 8«fc M««., wd<to «. te V«w««.M 
..JZ-iF^l-j*-^) '^^ tiDCs »wohilicbw Bncii eaisttht. okat 4afc cum faf€i > Radsc- 
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9 • • m 



". = ». * = =l^ = 3, i. = =|=^ = 4, 

.-2--2 - ^ —3—3.4 15 

« 

ivoraus man wieder — *s=-t-, — '==-x-f ~=^?1> •••• "oaet. 

Es wurde früher ($• 32.) gefunden : , 
1 x= /X4+l.l:2+3.3:24-5.5;2eto.) = o^«>X1 + (2w4.I)\-2). 

SoH dieser Bnich in ein unendliches Product verwandelt werden^ w hat maa 
._! .,li_3 .,4 _15 ., j _10ö ., 1 _S45 

i — j> i-r-j 2' '^o^ä*"^^' oj_^! ~ >^ö' 9A.3! ~2F9' •' 

, - , 4 _ 1 8 10 91 C84 

uDd daber — — y.-j^ , j3.7g.7yj • • -^ 

Das Gesetz, nach welchem hier die Faotoren gcfbüdet werdea^ leucii* 
tet ein, gobald inaa sie auf folgende Weise; schreibt: 

3 _ _3.1_ iO __ 5.2 öl 7.13 684 __ 9.76 . 

jr~ 3.1—1* 13~"ö.2-fl.3» 7ü ~" 7. 13-^1 3.Ö ' yöÜ" 9.76-1-1.3.5.7^ 

und es ist wieder leicht^ die Aiigemeiaheit dieses Gesetzes aus der ßdr 
schaffenhcit des Kettenbrncbcs abzuleiten, sobald man bemerkt, daCs, wenipt 

der mic der Tbeile y, W* t^y * ' * r '^j;' '^N ^dsdanu der m-^it« 

(2m-fl).i .. 
5S-" T~i — I — T\i r~"* iöi« 

X2m4.l;Äi:«i 

Die im Vorhergehenden gezeigte Yerwandelung der Kettenbrüdie 
in unendliche ProduGte bendit auf den Betrachtungen des $. 50« Sie kann 
abor auf einfacliercin Wege gefunden werden. JVfan k^nn neinlicb ,statt 
eines jeden Ketteiiliruchs JF(a, a^) den Ausdruck 

setzen« Hierdurch ist also dar Kettenbruch sogleich in ein Product ver«> 

wandelt, und setzt man ' ^ ' ^ = -4 , Jf^' , = -* u* s. W. • so fallen diese 

Ausdrücke ganz n^iit denen des jrorigen §« zusammen^ nur da£i dort a=l 
war, welche Beschräukuag buo wegfaUt. 

Crelk'a Journal d. M. Bd. X. UO. S. 36 
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Ei: raus ergiebt s'rh denn auch unmittelbar ein Verfahren y jedes 



- ■' 



aneudithe Profluct ""' ' -— in einettKetteobmch zu verwandeln. Denn 
man I>r«uch« n^r 

oder 

Zt: <eUC'ü i!0 I Jie Wortue \oü c* Cj ,....&.• ^: durch d^ d^. . . . . 

r, fi, .... zi h'f^timmeü. Mao kommt hierJtirrh zuletzt \Tieder auf For- 
mel (4.) /irii.:!; . .v»-whjLj di3 gpaaiiere Entiritkelung hier libergaiigou 
werJ'.n iiiC^'^: :^jr i?-ni'i\?' m^n^ dals in Formel (4.) rf = €»=I i\t. 

Pt rieh: !>Iö5 ij; - »jin^? meadüche Prcfnet dem v.tnz!'ii Ketten- 

« ■ '' ' ^ 
brudi ;i!--:C'ii i*r, soa.l^^rn iiKb ieiler einzelne Theil ^-^-, ' '"' ' ' u. s. ^v. 

beziigi:»:!! j-l» ro cliizeli.'^:' T-i^Üt- /' ??. '^r, F{Q^ä^) u.s.w., so fol^rt bifT- 
au», dals ipvjf.^ un*?ndiich«j rroiiuct, das man auf dem angegebenen Wp;:*- 
io einen K'?tlpnbri:c!i init Mos jto-Itiven Glieiiorn verwandeln kann, co"- 
vergirt, ladt-m sfine eir^/t iiien T.'ieüe abwechselnd sHJfter und kleiner uis 
der wahre Werth feein, und sieb demselben immer mehr nahem worden, 
je mehr Facioren man zw ihivr Bildung anwendet (§. II.). 

Die im vorisen $ jrertinilenen Ent Wickelungen in unendliolie Pro- 
dticte «cheinen nicht blu« i!es^^rg'?n interessant zu sein, weil man sie 
noch auf keinem andern "^Veije erhalten bat, sondern weil man überhaupt, 
so vifl dem Verfasser b«?kar.at ist, bisher nur für Functionen von tt un- 



endliche, aus ganzen Zahlen bestehende Producte gefimden hat, keines- 

Weges a!>er für Fnnctif»n« »i von ?, wie der hier gefundene Ausdruck — ^ 

ist. Da der Ausdnic?; ein :*r Menge ähnlicher Functionen in kettenbriiohen 
bekannt i-t. «o k»V'j)riou -.*ii< flem^-Iben mit Leichtigkeit eben so viel un- 
Qudiichr^ Producte äb^^ple'ic: Tv^rJvn. 
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19- 

Zur Hementar- Geometrie. 

(Von dem H«mi Geh, Hofrath und Prof. Grihon zu Berlin.) 



in der ebenen Elementar - Geometrie fehlt folgender Lehrsatz: 

In jedem nach den Ecken nicht centrisohon Vierecke 
ABCD (Taf. IV. Fig. 7.) mit lauter hohlen Winkeln, ist die 
Summe der Rectangel aus den Gegenseiten immer gröfser 
als das Rectangel aus den beiden Diagonaiou. 

D.h. jiB.CD + AD.BC > ylC.BO. 
Beweis. Da in einem solchen Vierecke der Winkel u4CB nicht 
gleich 8 sein kann^ so mache man y = ^ und ß = ^. ; alsdann ist 

Dio Holten des As BCE sind BC, CE, BE, 

die homologen Seiten >des As uiBD - BD, JD, AB. 

Wir haben daher 

I. JD.BC=BD.CE xmA{ ^ „ . , . ^ ^. ^ ,^^ ... 

II AB BC — BD BE \ ^^^^^^ Lehrb. d. Geom. S. 102. §. 132. I. 

Aus (II.), mit der Bemerkung, dat der Winkel ABß—CßfJ, folgt 

liABF CT. ABCD (C. GtH)m. S. 103. IL), 
also (p = \^, daher au<ib 

m. Aß.CD — BD.AE (C. Geom. §. 132. {.) 

Aus (III, undl.) folgt 

AB.CD + AD.BC = BD (AE + EC), 

aber AE^EC:> AC (C. Geom. §. 4y.), 

folglich : 

AB.CD + AD. BC > BD.AC. 

Zusatz. Wäre der Winkel ACBzsiS^ so iatleuAE und CE beide 

in^C| und AEA-CE wSire alsdann gleich der Diagonalere, und wir halten 

AB.CD + AD.BC = ACJW, 

welches bekanntlich der Ptolemaeische Lehrnafz ist. 

Zusatz 2. umgekehrt: Wenn in irgend oSiicm ebenen 
Viert*cke mit nur hohlen Winkeln die Summ<: der ileistoogef 
aus den Gegenseiten gleich dem Bertangc» au* dec he-- 
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den Diagonalen ist, fto ist- das Tiereck eentrisoh nach 
den Ecken« 

Beweis« Denn wäre es nicht c^ntrisch nadi den Edken^ so mnlste 
nach unserm obigen Lehrsatze die Summe der Rectangel aus den Gogen« 
Seiten grölker als das Rectangel aus den Diagonalen sein : gegen die Vor« 
aussetzung; folglich ist der Ptolemaeische Lebrsat« auch im)gc« 
kehrt wahr. 

Aus dem Ftolemaeischen Lehrsatze bat man unmittelbar aus den 
Seiten des Vierecks das Product der Leiden Diagonalen« Um aber die 
Diagonaten cinzehi als Function der Seiton zu haben^ sucht mau audi den 
Quotienten dieser Diagonalen aus den Seiten des Vierecks zu bestimmen. 
Um diesen Quotienten zu finden^ nimmt man ohne Noth seine Zuflucht zu 
neuen geometrischen Sätzen, da doch i\ür Ptolomaeische Lehrsatz diesen 
Quotienten mit involvirt, uud verliert dadurch die Rrnsicfit des wahroii 
Zusammenhangs dieser Satze« 

Die aufeinander folgenden Seiten u^ by Cy d eines Vierecks im Kreise 
( Fig« 8.) geben nemiich, in einer andern Roihefolge^ in denselben oder in 
gleich grofse Kreise gestellt, noch zwei andereVierecke (Fig. 9« und 10.)« 
Diese Vierecke (Fig. 8.^ 9. und 10.) siml /.v^ar der Gestalt naoli verschie» 
den, aber dem Flachen- luhalfe nach einander gleich^ weil gleiche Sehnen, 
in eiuerfei oder in gleichen Kreisen ^ gUuche K reissogmente abschneiden» 
Der ^ on den vier Seiten a^ b^ c, d eingP<ich!ossone Raum bleibt also con- 
stant, in w olcher Ordnung man auch die Seiten in dem Kreise eintrügt. Nun 
ergiebt sich noch eine dritte Diagonale^ geschieden von den beiden rrsterou» 

In Fig. 8. haben wir 1) ö.c -f Ä.rf =1 Z) . A, 
in Fig. 9. - -2) a.d ^b.c — D.^, 
in Fig. 10. - • 3) u.Ä + cd =: A . 5; 

folglich giebt .^.2, = ^irfc> "^ ^«" *^ (2)y = «:j+-6^' w^«^"« 
sieh alle drei Diagonalen ergeben« 

IL Lehrsatz; In jedem Triangel ist das Quadrat vom 
Abstände der beiden Mittelpuncte des eingetchriebenen und 
nmscbriebenen Kreises^ von einander, gleich dem Quadrate 
JTom H;ilbn;esser des umsehriebenen Kieii^esii minus oder 
plus dem doppolteu Rectangel aus diesem Halbmesser in den 
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Halbmesser des eingeschriebenen, je nachdem der innere 
oder der anfsere Beruhrungskreis gewählt wird (Fig. Ih). 

Beweis« Es seien C und D die Mittelpuncte des um und iu den 
beliebigen AJBK beschriebenen Kreises ; R der Halbmesser des iimschrie« 
benen und Dl sss r der Halbmesser des eingeschriebenen Kreises. 

Der Winkel £ ist in dem Kreis- Abschnitt ^iTjB^constant, daher ^st es 
auch der Winkel ^/?Ä = ir+i(^+iB) = 9(y'+{ir. Eben so ist der Win- 
kel JEB=:lS(y*—K constaut, der convexe M'inkel JEB ist daher gleich 
tm'+K, auch constaiit, und da 180''+^ = 2(90''+ füT), so ergiebt sieh, 
dals die IVlitte E des Bogens jiB der Mittelpunct eines mit ED^=i^ be« 
schriebenen Kreises ist, in welcliem die Mittelpuncte D der inueru Be-> 
rühnm.^skreise liegen, und der Bogen jiDB ist also der geometrische Ort 
(lieser Mittelpuncte. 

Es sei D' der Milt'^ipnnct von dem üufHeren Ber^bin]ngskrei8e, so ist 
,1er Winkel AiyB =r IW - [90- f-/ + 90'— ^Ä] = { (^+Ä) = 9Ö»— fAT, 
ako auoh constant. 

Da nun M iiikcl j4Dß sr <)(>'+ ^ A*, so ergänzen sich die Winkel JDS 
und JD'tf zu 2Ri sie liegen also in einerlei Kreis, und es ist daher der 
Bogen y^D'B der geometrische Ort d^r Mittelpuncte D' der Sulseren Be- 
rühniugskreise. 

Ma \ fülle DG, D'G' auf C£ perpendicular, und DT anSJB senk« 
recht. £0 ist DTs^r' der Haiiimosser des tiuiserti Berührungskreises» 

Die AACDE, CD'E geben uns nun sogleich 

I. 
CD' = C£*+ DW-^^CE.EG (C. Geom. «. 123. 1.), 

d. \u 

Da nun <»' = EB"- = •2R.EF, so ist 
X = h'i-'2R.EF~''2R.EG 
=: R^—2R(ßG—EF) 
s=; R-^2R.GF 
sc S' — 'lR.r 

R(^R — -:>r). Es ist also R, fler Halbmesser des mnsehriobe- 

ncn Kreises, iminer gröfser als dor ]>uro!)Kics<«or 
'Jr des eiiigescbrit/benen Keeisofi, «»>"><] .wir ?;t» 
deai gk-icbseiii^xJa A ist 11 --^ i .-. 
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II. 

CD" = CE' + ED^'\'2CKEG' {CGeom, §.123. 2.), 
d. h. 

— IC + ZltFG' 
=■- /;^ + 2ß.r'. 

AL>iii*.^rk. Dl 7' 'nna dem r entgegengesetzte Lage hat, so folgt der Ausdruck 
iür .5? «iiili üppjitlelhar aus dem Ausdruck für a**. 

feil <bei!e filw noch einen zweiten, rein geometrischen Beweis de» 
<)?>ii;<»n Lv!«tv.atzer:. niiC . der »ich auch durch Kürze empfiehlt (Fig. 12.)« 

ZABG=.GDKy also GJ:=:GK, 
j^GJK^GBKzzzGBA, aher 
/KAD~ UAI, folglich 
^ZgaD=GDT, demnach 
GT)z=iGA—GK. 
D.« iWüov /^H-^GBKz7r.TJliI, so ist der rechtwinklige .AG//Ä' y^ fli?/. 
Es ist ilaUv IJllGK = D/./T/Y r= ^XB,r und DEJ)Fz^ DB.DG = DI?,GA', 
d. h. (/{— > /i-r.r) = 2i?.r, Ä^^a- = 5ft.r, folglich .r'^ = iJ-~2Ä.r. 

Die iut'i' mitgefheiltön ßc^weise zeichnen sich noch dadurch aus^ 
dafs tii'.^ ohnr. Proportionen gcführr sind. 

Mir Büsiimmung der Distanz der im Lehrsätze gedachten Mlltel- 
|uHioto hai>ep. Mch viele, und seilest die grölsten Mathematiker hesch-ifriget, 
:• 15. Huier, Fuf.s, Carnot, Maisonneuve, Gergonne, L'Huilier, 
Garnier, Feuer Lach und Unger. Die Uutersuchungf»n sind fast alle 
aut alg'^braisijhen und trigonometrischen Wegen, zum Thoil ziemlich weit- 
iauQg, gemacht worden. Rein geometrisch sind die Auflösungen von Fufs 
und Unger, die letztere im gegenw. Journal, Band 4 S. 395. 
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20. 
Bemerkung zu der Abhandlung des Hrn. Prof. Soherk; 

^ über die Integration der Gleichung -7— — («H-3.r)y. 

(S«92fR dieses Bandes.) 

(Von dem Herrn Trof. Dr. C. G. J. Ja coli zu Königaberg in Vr.f' 



Um schöne Resultat S« 96. bringt sich in folgende bcn'*K^'inere Form : 



,r+i 



wo ^ eine primitive Wurzel der Gietchung ^'"♦'^=1, nml wo Cy(\y — C 
beliebige Constanten bedeuten, welche die BedSugungj^j-leiobung erfüllen: 

2. c+c\ + c, + .... + c; = 0,^ 

so dafs n von ihnen willkürlich sind^ 

Mau prüft auf folgende Weiso, dals dieser Ausdruck der DifTepentirxl-^ 
gleichung 3 r;:;^ ^ ^ 

auf welche der Terfasser die ailgemeinere ;furiickfHlirt| Genüge loistel« Man 
hat nemlich^ wenn man^ nach x^ n Mal diflTcrentiirt^ und daiHi> nach t, theil- 
weise ihtegrirt : 

•P _* Ji'>\ n*» *t+i 

Dehnt man das Integral nach ^ von bis ^ uus^ so reducirt sich der Tkeil 
auGserhalb des lutegralzeichcns auf f* Substituirt man in (4.) für ^ die 
/i4*l Werthe ly ^, ^^ . *. . ^''^ und substituirt die so erhaltenen Ausdrücke 

in den Ausdruck von: ^^, wie er sich aus (1.) ergii*bt, so verw.^hMJ»det. 

wegen der Bodihgungsgleiohung (2.) der l^heii au&erhalb des Integral- 
zeichens^. und die DifFerentialgleichuug (3.) wird idcnrisch eriülit« 

Setzt man statt (2.) zwischen den ^+i Conbtanten die Bedingungs- 

gleichuug 5» C -f- C| + ^-i + • • • "V ^ -' ^'^ 

so sieht man aus dem Vorigen, dals die Gleichung (1.) der aligcnietiicren 

Gleichung genügt : q ^r ^ ,. ^ i ^,. 

Auf diese wird aber folgende 

^- = axy + bx + cy + d 
sogleich zurückgeführt. 
Den 27. März 1833. 
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Sur Tkitegration de la dÜTerentielle 

{Par Sir. IL Lobatto a la Haye.) 



iJ af?ros le fvoc^M äa a deux illustres geomefros ^ et diSveloppe [)ar Mr« 
Lacroix'*^)^ pour obtoni** rmtograle de cette fonction differeutielle^ on fait 
dabord disparaitre les puissances impairäs de x soub le sigoe radical^ eD 

e0)|)ioyaQt la Substitution jr ««= ^7$^~ y ee qiii ramene Mnt^'gratien a celle 

do la fouelion ^FK/feTÄ?) ' ^" P^^^ ^*""*^ "^ ~ V" i' (j+ Ar')* '^^'^'^ 
ttouveUo substitulioii assez laborieuse ä cifectner, chaoge la deruiere inte« 

y? . ^ i.-'!l+ — äT* ^^^ ''^"^ P^^** transformer alors en une 
autre do ia n)cmo forme ^ daus lacjuelle les ooefllclens p, f/ soieut tros in« 
egaux ou prcs({u'^gaux , afin de simpBfier le calcid de 1 Integration par 
los fiorio« approximatives« 

Oiu'licjue (Uegante qne soit cette marchoy qu'il nous soit ce[ftendant 
I>ermis d'oliMrver qu'elle nrest pas la plus naturelle, qui doive se presen* 
ter <i rc^prit. En . effet^ cjuaat u la premiere de cos substitutions, on n'en«- 

treroit pas claircment ^ua la iFraction rx" ^^^ propre si cuauger i int<^« 

grale de mauicrc a co cjiie la fonction soumise au radical^ soit decomjK)- 
sabic ea deux facteurs de la forme ^-|-/y% ^ + ^0 -^* *'"^ >"^"** senible 
plutöt^ aiusi que tant dautres^ leffet d'un fiOureux liazard. (^uant au se- 

f h 

cond moyen de tkansformatjon^ il 08t Evident qu'en faisant -- :=^;>% --^ = ^% 



. ^ 
^r 



rintegrale peut ^galcment se raihener ä celle de la fonction ;^jYr » . v i j. * » \ ^ 

sans qu il soit besoin de r^ourlr a une oouvelle variable u. A la yerite, 
lintroduction de cette variable a pour f>ut de pouvoir augmenter ou dimi« 
nuer successivement le rapport des coefBciens co^stans p, y; ^aia il nous 



*) Voyez son Tratte de calc. different. et lotegraL Tom. II. pag. 49.et 77. 
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semble qpe rien n'autoriM <^ /ir/ori ii employer ä oet effet requafton- 

— fi^C^)- 

Nain aHoiis. pr^nter iei ime autre m^thode d'int^ation de la 

foQOtion dont il s'agit^ laqueHe nous a pant plus naturelle, et qui oflre 

d'aillean Tavaiitage de se pr^ter plus fadlement aus applicatioiis numeri- 

^ ques j puisqu'elie est entierement bas^e sur Temploi des Iigues trigonome- 

triques^ qui abrdgent le plus souvent les longs calculs» 

Supposons done que la quantit^ sous le signe radioal, et que nous 
designerons par la lettre A, aoit d^ooiopos^ en deux facteiirs du second 

d^r^^de Sorte quefi«:(ap'—2fla? + 4)(x'—2a'jp + Ä0. L'ÄjuatioiißsssO 
ofiro trois cas a distinguer par nppori A I'etat reel ou imaginaire de ses 
quatres radnes; savoir P. A>o^ et b'>a^; 2\ A>c' et b'<a'^ß 
3^ 6<a^ et b'<,a'*. Nous traiteroos d'abord le 

I. cas 6>a\ b'>a'\ 



Soit m^tasb — q\ m'^=^V — a^* on aura a int^er la fonction 

Au lieu d'^irniner les puissaooes impaires de x^ Csisoos x-^ass m taBg(p« 
Gelte fonction se ohangera aloni en 

dqf 

CO» q> V"((m lang y + « "" «0*+ ^»'*) ^ 

OU bien, aprSs avoir d^velopp^ le num^rateur^ eile deviendra 

V[m»8in*v+(m'*+(« — «')*) cos* »+ wi (a— oO eioiy] • 

MettOtts pour abr^ger 



Llnt^srale se r^duira a 



Seit cncore ^^ ^'» + m^ö^, = A^^m'm'\ 

Au moy^i de ces substitutions cette dernicre integrale sera trausCorm^ en 

Cielles Journal d. M. Bd. X. HA. 3. 37 



tR 21. Lobaiio, sur VifitJgration de ^(^4^,^^.+^^s+yx-ha) 

L'iut^nAe que noug venons d'obtenir se caloulera taujoim fädle- 
ment par approximatiou ^ I^ors^e la fraction p di£P^rera peu de Tunit^^ 
ou lorsquelle sera au contraire une quantitd tres petite« En effet en 
^rivant dana le premier cas r^ au lieu de 1—/'% od aura h integrer 

rTT; r- ' a i\ > abstraotiou faite du coefiBoSent oonstant ^. ^ , o\ ^ 

Or en developpant le radioal en a^rie infinie^ et ae bornant mx denx 
Premiers termes, tu la petitease de la quantit^ r, U yiendra d'apr^ loa m^ 
tliodea connuea: 

Pour le aeccmd caa, on mettra Tintegrale aoua la forme 

5vf fBxjf /. p^ 3 ,\ 

ne n^gligeant lea termes ult^eura da devdoppement en a^rie; apr^ aroir 
effectu^ lea integrations partidlee^ il en r^aultnni 

Ces deux r^sultats diatineta auppoaent lea fraotiona p, r aaaez petites pour 
pouvoir en n^gliger lea puisaaneea aupMeurea k la aeoonde* II noua reale 
a faire Toir quIL est toujours poasible d'op^rer aar Tint^rale pr^c^deatei 
une suite de transformationa analoguea, de mani^ A obtenir pour p^ ou r, 
des quantit^ aussi petitea que Ton youdnu A oeC eflM aoit p tang ^^cstangx^^ 
d'ou Ton d^duira 

P08OD8 encore 4^ + >J^' = ^l> ^/^ — ^'^^^it 1ä derni^re r^lation ae 
ehangera en (l+/')^9i = (l~/')>^^if celle«-ei ^tant diflR^nti^ don- 
nera pour le rapport des difiß^rentidlea: 

gy, ^ (1— p)cos^, 

ou bien 

Le num^ratetir de oette fractmii ae r^doit auooesaiTement k 

2ooa^peos4^Hh3/'^n^//8in^// SS 2ooa^ooa^'(l-f-;itaBg^/^tang>/^0 

= 2ooa^^ooa^^'sec^^/.' = ?^ 
Par GODs^^pient 



cotfp -^{^+p)cos9^ y V^[(l+p/— (l—p/ sin» ip,] 
/ V"£(l+P)* cos' i^,+4pMo» V^ J • 

Eü mettant 1-f-f =a2/ii, 1 — p^^^^Pir^f 3 Tiendra 

~ 2 yV(l— rl»in«v^,)* 

Ce resoLtat s'aocorde areo celiii obteira par 9fa». Legendre, an wifMit 
mia Toie tont ä &it diffiSrente. (YojreB aon m&iioire aur laa Trameaa- 
daates elKpticjues p« 40.) 

La quantit^ r^ sera toufours pli» petite qne r, car 

— JLzE — JLzieI r^ 

dono Ti <; r^< r; ainai an op^rant wie suite de tramfiMmatioM analogiias» 
les eoefißdras r voot contimiaileiiient eo Jiaiinnant ; ces quantitea se cal« 
culerent au mojren des r^tatioiia 

ou bien ob poiirra abr^ger im peo eea mlcuk^ eo poMot 

fts All nAntraira la fraotion r d^i&re pen de Vtmti^ oo effeotuera les den- 



iarerae^ e'est A dire^ 



d:oÄroii d^uit /"(l— r'.)«:Y+J, ri^^^f ^ = j^, etc. 

Les quantitiSs ro ''29 Mo. angmentpront de plns an plus, et Ton powra 
ainsi approdier de \vmii aussi pr^ qu'on voudra^ afin de pouvoir appli« 
quer la seoonde formule dlnt^gralion que neos a?ons tarouriSe ai-dessus par 
la voie d'approximationf 

Deco que P' = ^i| ^* ^ss |/(l~^~2!), i|8>nsuit quele pre- 

mier cas oura Iteu lorsque la fraction -^ sera tr^s petite, et le seeond 

lorsqu'elle se rapprpohe beauooup de Tuiiit^« 

9uaut u la ddriratioo des imgles 4^x^ ^^2 # «tCt 1 ceux ei se caloule- 

roBt dans le promier cas par lea ^afioBS 

37^ 
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le tecond cn, 3 frodba te temr a cek efo des ^ yüoii y 



Arattt de piw^der ik FezaiMn des den MfNi imt omUm aom que 
p g ^ ie nle iiotre fonmle in^pde /^^^ aooi «rou cm itfle de prourer 

encora per nae eonaderatioQ fgkmukiApe, k dgirailiaff que aoot Te- 
Boos de troorer eat re deux fioaetioos oM j ptiq aee de k pramiere eqpece, 
d'apieft k rlannifkati on ^taUie per Hr. Legeadre daos eou suedk Bfe- 
BMffe. Ponr cek^ ceaiidcroai ob tria^e qaefeoBqae ajvit deux oötes 
a, a' coMtaiw, et Tangle indoi P TariaUew MmgaooM fei aagfew 
a ces oöcet per 4^, >^' et fe trowjcme cöte per s, 3 ert cTfideat que 
troB queotites aeroat Taikbfes avec Taag^ ^ Or oa a per fes 
de k trigOBOBBiArie 



s* SS a^+ a"— 2 a o'ooe^ = (« + oO*— 4a«'«b'^ 
Oiffnentiant h premiere des ^quatiiat pteoedeHtM. <m nlitif^lni 

***■ Ton tire «i, (-4. + v^,': a^f/ = ■^l»^oo•^'a(^^ + ^•), 
ou Inen, en obaemut qae 4' ■^4''=^ 2^': 

CD rette des deux premieres Afitioiw, par «onBwrwt 

ITC'-?. «. .) = ^|^yl.^^,^J- 

Si Ion feit £: = r, ^4£^ = ,4l, = r:, <m«l«ib«. 
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leB angles (p^^ -4^ ^tant lies entre eux par I'^quation 

»int'/ a %\n\b * j • /oyi^y in • i 

DU bien par T^quation 
....(!fcfag) 

oe qui confirme les rdsultaii trouTÄ d«deaBU8. 

II. oas. b>a\ 6'<«". 

On mettra o'' — i'a= m'% et i^pHquant le mSme proo^^ ^*^^ n'tura 
qa'u diangei* le signe de m'% ce qui donnera 

L integrale /^^5^^^^5^^ ^nt mite soiia la forme 

y^_ avj i n dip 

sera ramenee ä /^, j^ ' ^. , , en faisant pour abreger —5^— = '^^ '' *öwi 
toujoun une fraotion u cause de B^A; on pourra d<Hic mettre 8iD«//=s 
r sio ^''y ^nc d \// = ^^^r^^-Tii^^) 1 ö* ^'on *"'» ^ integrer la fonotion 

oe qui rentre dans te cas pr^edent. 

III. cas. Ä<ö*, Ä'<o". 

Ce deraier cas que nous reste h examiner^ suppose les quatre ra- 
cioes de requation Rz=zO^ toutes reelles. Repr^«itooüi les dans I'ordre 
d^ leur grandeur num^rique et sans avoir ^gard aux signes qui les affeo« 
tent| par pj q^ r, s^ la prämiere ötant la plus petite. 

Soit en outre 

pssza — w, r:=sa^ — m\ 



le radioal R pourra €tre d^compos^ en deux iaoteurs du second degr^ 
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Preoons maintenant l'an^e 9 tel qM jp^-^assrnseo^^ 3 fiandni 

y^((^~4i)^— m^)»/wl«ag^^ aÄ??sipi2d^, par coiü^qMBt h fimo- 
tion d iQt^rer devieodra 

CO« y V[(m sec qp — a, )• — m'^J * 

Le d^nomiiMteiir pent se ddoomposer eo 

{m — (a^ — m') oos ^) (iw — (^i + ^O^^os^) 

Si maiotenaiit Tou remplaoe les quaarit^ m^ m\ a^ par leiirs 



/»9 7> ^9 ^9 et ^^ )'<w f^ 4;^t<^g-^f OB <roiiT«ra mm pafaie que k 

diffi^rentielle Ji integrer so transfonne eo 

2d« 

Ea admettant d'abord que Im rtohiM /»^ f, r^ ^ sont tootM positivM, mi 
tontM n^gatiTMy les qmtre coostantM qui eDtrent aom le radical sermit 
tOtttM de mtoie aignei et Ton pourra eo oom^eoM poter I'^qMtkm 

(r — />) 4^ ?= (r-r- y) sec' ^, d'ou il ftuit 

et Ton trouvera apres avoir efiecfu^ Im substituHoMf la difiBSrentialki 

Cette transfonnafioii suppose x >* )^(~^) } pour Im YalMra da % au des» 

80U8 de r(r3*)> ^^ ^^'^ (r~/t>)«^s= (r— y)iia'^, d'oik I'oä obtieiidra 
paar la formule k intdgrer: 

\r[(r~p)(f-.9)~(5^p)(r-9)iiii>]* 

En gen^ral quelqiie seit la divarait^ Am aigUM affbetda aux quatre ra€i- 
nesy il Mt Evident que Tint^grale en % aura toujoora Tune dM fannM 
Gomprises dans rexpresaiaD generale 



Celle« 01^ en emplejant un dM trok moy^ 



2i. Lobatto, mr TüU^raiion dt ^(^4+^«,,.;;^>^.^^^,a) »T 

aeramAiera toufours soit ^^ f^^ßl^^^ ^y wit ^ /^^j^In^^^) f ^^*** 
dMKmoe renitre dans an des deax cas pg^oAJemmept trait^« 

Noi» tenninerons la prämite note e& obfienraiift ^e puisquey^^ 

a ete r^uite dans le 3^ cas a une autre integrale en fonotion de Zy qui 
ne eonttent pas les ptiiasanoes impaires de oette variable^ et oe au moyeD 
de:deinL substitutioas sucoessiFes, saFoir en faisant d^abord jp-— a c&s m see^ 

ov oos^tsj^;^, et ensutte « — ««ng|-=l^(f^~|)> ^ •'«« "»* 9«^ 

fon aurait pu y arriver imm^diatement^ en posant l'^quation 4? = ZIL^Jl^ ^ 

00 bien «*= i^HJ d^oü Ton tire x — P = |^^^, ys=a ^~^t > J^« ^d- 

t^qoent tontea les fois que le radical est d^n^osable en qoatre fiKrteurs 
r^Ala X — p, jp*-*f9 X — r, x — s^ la 8iib6titii0Dn qne nous Tenoos de trou» 

^>^ les puissanoes impaires 

de oette variable oe qni^ dans Ffagrpotbdse dent il s'agi^ sfanplifie beaiiooiq^ 

le proo^ da k Vb. Legendre^ leqadl oonsiste k tobstituer '^^/^ au 

Uea de x^ les constantes a» 3 ^tant d^termin^ per les ^quations 

p+g— »•— «' '^ pHh9— »^— ♦ 

La Heye, Aoat 1832. 
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22. 

Beweis eines Satzes aus der Theorie der numerischen 

Gleichungen. 

( Von dem Htm Dr. C, H, Graeff« sn Zarich. ) 



Wenn man aus der Gi^diung: 
den Quotienten: 

bildet^ so giebt der Quotiait ^-^ bei numerischer Qereehiiuiig id yieieii 

Fälleu den aogenfiberten Werth einer WutmI der gegebenen Gleichungn 
Diese Eigenschaft der Gleichungen fand Herr J. J« Raabe bei Gelegen-^ 
heit anderer Untersuchungen^ die er bald mitzutheilen beabsichtigt ^ und 
theilte sie dem Unterzeichneten zur weiteren Entwicklung mit^ aus der 
die Bedingungen berrorgingeiiy unter welchen eine Convergepz eipes Wurv 
zelwerthes eintritt. Hat neipUch die obige Gleichung die Factoren; 

so besitzt sie in der umgeiinderten Gestalt^ in der sie im Nenner encbeinty 
die Factoren 

Aus 



folgt nun: 



T— — s= 1 +dF + jp? + a?^... . etc. 

3 = 1 + ^a^ + Ö^ J?' + . . . . Ö? X^ 
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Multiplicirt man diese Reihen mit einander , so erhfilt man eine 
Reihe 9 deren CoefiScienten Variationsformen £u bestimmten Summen aus 
den CoefBcienten dieser Reihen sind^ die aber in Combinationsformen mit 
unbedingter MTiederhoIbarkeit und von bestinmiten Classen Sbergeben, 
wenn Oi , a, , ^i , • • • . a^ als oombinatorische Elemente betraohtet wer» 
den^ d« h« man findet die Reihe 

die mit der Reihe (1.) identisch ist. Der Voraussetzung xufolge ist nun: 



k 
0(atagaf ••••an) 

C \Qi a^ Oj • • • • ün) 

der angenäherte Werth einer Wurssel der g^ebenen Gleichung. Es ist aber 
und hieraus folgt: 

k k 

= «i+irj w ' Ti 

Die Untersuchung ist jetzt darauf curiickgefiihrt ^ die Bedingungen 
aufzufinden^ unter welchen dieser an die Wurzel o. geknüpfte Bruch ei- 
nen sehr kleinen Werth giebt. Um dieses entscheiden zu können ^ wol- 
len %vir zuerst annehmen , dab alle Wurzeln der gegebenen Gleichung 
reell sind, und dafs abgesehen vom Zeichen^ a^ unter ihnen den grölsten 

Zahlwerth besitze. Es sind alsdann ^, ^ .... — SohteBrüche, und die Reihen: 






1 - I i I 1 1 I t • 1 



öi 



convergiren. Multiplicirt man diese Reihen mit einander^ so erhalt man: 

Crelle'i Journal d . M. Bd. X. . Hit 3. 38 
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' fl| "l **l 

WO •TT^'X«.....«») als eine verschwindende Gröiae zu betrachten 
Hierau» folgt: 



{'-|;)('7fi)--('-iT) 

l-l *-• *-' 



Duroh Substitution dieses Werthes verwandelt sieh der Quotient 

i 

IT! 
C(a|0,«.««aii) 

., + £(f.£i^(._^)(._I.),...(._t) 

-•.+''.('-:i)('-f;)('-J7)""('-S)-:Jj<^(«.«.--"^ 

Nmu ist aber -x^X^f^s«*««"^«) ^>^^ Torschwindende Grülse, wShrend 

ein Factor von der Form 1 — ^ nie den Werth 2 ubertriflft: es kann 

dolior der mit o» verbundene Aiisdruok bis zu jeder beliebigen Kleinheit 
liiuabgedruckt werden , wenn man nur k binlangUch groik annimmt* Die 
Convergens ist desto grClser^ je mehr o^ die übrtgei Wuraseln an Werth 
fibertritfti und wenn alle Wurzeln positiv sind. 

EuthlUt die Gleichung unmögliche Wurieln^ ist & B« 

o^ =s « + ßiT — 1 = i^'(cos<p + sin^/* — 1); 
a, = Ä-|-ß/* — 1 = u>(cos<p — sin^/* — t), 
so ist die Reiht: 

jj; = 1 +— a/(ooe(p + sin^/*— 1) 

+ A''^\«oa?^> + siu2^/'— !)..•. -T««^(«»*w+sin*u^ir—l) 
oonTi!Tgirtnd^ wenn «4>it>, d«h« wenn «» > v"v»* + ß')- 
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Der Quotient hat alsdann die Form: 

«. + «,(l-2^«o.'l> + 9(l-|^)(«-ff)....0-^)^C(..........), 

in der die mit a. Terbimdene GrSlse für einen groben Wertb von t ver- 
schwindet« Es kfinnen auch nodi mehrere Wunsein unmSglich sein» ja alle, 
bis auf a^y und der Quotient wird immer einen angenäherten Werth der 
Wurzel a, gebeui wenn nur allgemem 

WO uif + ßj,/' — 1 allgemein ein Paar der unmöglichen Wurzeln bedeutet« 
Endlich ist noch die Bemerkung hinzuzufiigen^ dals für o^^=se^ der 

Factor 1 — • ^ nicht zu Null wird, denn z — ; ist nur dann unendlich, wenn 

a^ ' 1 — 1 ' 

wir alle Glieder der Entwicklung nehmen; ßir it Glieder ist aber: 



und daher 



1— .£l s- JL^ 
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23. 
Addition a Partide 12. cahier precedent. 

(Par Hr. F. Minding.) 



Umi rartide indiqu^ je m*^tais content^ de remarquer, que la fonction 

( i — uv)8u^{u*'\-pv)8v 

est une diffi^entielle exaote. En la reprenant dans ces derniers jours^ 
j'iu trouT^ qu'elle donne une integrale d'uoe grande simplicit^» 

En muItipUant le num^rateur et le d^nominateur d^ la diffdren* 
tielle ci-dessuB par l+/^t;% eile devient: 

Si dans oette formule on pose /[J^ =z, eile se transforme en: 

9k I v8v 
fc'— p * l-f-pv"* 

On peut dono regarder la fonction y oomme comptdtement inUgr^ 
Berlin le 17. Avril 1833. 
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24. 

Analytisch -geometrische Aphorismen, 

(Fortsetzung des AnfMtxe« No. 15. im TOiigea Hefte.) 
( Von 40m Herrn ProSsssor Plücker zu Berlin. ) 



n. 

Einige SKtze über Kreise und eine neue Construction des 

apollonischen Problems der Taotionen« 

1 Jie Absicht dieses Aa&ßizek ist^ Analogien zwischen SStzen iiber Kreise 
uud Sätzen iiber gerade Linien nachzuweisen« 
1. Neben dem Satze: 
9,dafs die drei von den Durchschnitten je zweier von drei gegebenen 
99 geraden Linien auf die jedesmalige dritte dieser geraden Linien ge<- 
9, killten Perpendikel in demselben Puncto ^ich schneiden^'* 
bestellt auch der folgende Satz: 

Wenn irgend drei Kreise gegeben sind^ und man be- 
schreibt drei neue Kreise^ so^ dafs jeder derselben durck 
die beiden Durchschnittspuncte zweier der drei gegebenen 
geht^ und den dritten derselben rechtwinklig schneidet^ 
so gehen diese drei neuen Kreise durch dieselben beiden 
Functe« 

Um diesen Satz zu beweisen ^ woflen wir for die Gleichungen der 
drei Kreise folgende nehmeni 

Uierait'ch ist die allgemeine Gleichung aller Kreise, welche durch die hd^ 
den (reellen oder imaginaireii) Durchnittspuucte der beiden ersten gege«> 
benen gehen^ folgende: 

indem wir durch fA einen unbestimmten CoefiBcienten bezeichnen« Soll 
diese Gleichung iubesondere deiqenigen Kreis darstellen , der den dritten 
gegebenen unter tfiehten Winkeln sebueidet, so wird erfordert , dals die-» 
jenigen beiden Radien dieser beiden Kreise^ welche durch einen Durcfa- 

CfeOe's Jomal d. M. Bd. X. fift. 4. 30 



294 "^^ Fluch er, analytisch ^geometrische Aphorismen^ 

«eboittspunct derscihcii g^hen, auf einander senkr<>cht sind^ und dab aho 
die Summe der Quadrate der Radien der beiden Kreise gleich ist dem 
Quadrate der Entfernung ilu'er Mittelpuncte von einander. Wenn wir 
die Gleichung (4.) entwickeln^ so erhalten wir für das Quadrat des Ra« 
dius des beziiglichen Kreises: 

und fiir das Qna<!rat der Entfernung des Mittelpunctes denselben von dem 
Mittdpnncte des Kreises (3.): 

Überdies ist der Radius des letztgenannten Kreises gleich ^. Hiernach 
ergiebt sich zur Bestimmung des Coefficieuten li folgende Gleichung: 

und^ wenn wir reiluciren^ kommt: 

Dieser Gleidiung können wir noch eine einfachere Form geben; dem* 
es ist: 






> 



.j''»=r2fY^C0SW; 
^"»ss^Jf^COSCo', 



weim wir diejenigen beiden Winkel^ unter welchen der >;weite und dritte 
und der erste und dritte gegebene Kreis sich schneiden^ oo und onf nenneUf 
Um diese Winkel nodi näher zu bezeichnen, bemerken wir, dafe wenn 
irgend z>vei Kreise sidi sdinelden^ drei begranzte Figuren entslelien., von 
welchen eine eonveoL-convex, und zwei convex-conoar sind, und dals wir 
die Innen «Winkel der erstgenannten Figur, und mcht ihre Nebenwinkel, 
(0 nennen und als die Durchschnitts winket der beiden Kreise bei rächten« 
Wenn hiernach die beiden Kreise sich aulserbalb berlibreu^ so int co ssO; 

• 

wenn einer von dem andern innerhalb i>erührt wird, so i2>t c/; = ir» Wenn 
die beiden Kreise keinen Pum^t gemein haben, so wird jy zwar imaginär, 
eos6d bleibt aber reell und wird nur grofser als Eins« In diesem Follr* 
bezeichnet ein gegebener Werth von ooscaO>l) eine Beziehung der bei- 
den besiigliclien Kreise au einander^ deren geoycnetrisclie Aussage blols 
eine andere wird^ und sich noch Immer durch eiiK^ Gleichung von der Form 
der Gleichmigen (6») bestimmt* 
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Die deicliUDg (5.) geht hiernach ia folgende niier: 
wonach die Gleit&nng (4.) sich in folgende verwandelt; 



Wenn wir den Durchschnittswinkel der beiden ersten gegolieuon Kreise 
tßi" nennen^ so giebt eine blofse Accent^Vertanschnn«^ folgende Oleichungeu: 

T— U -— ;-— V as: iL 

8. ^ ^ 

C08W'' g^f4 COSItf ^ .. 

für diejenigen b^en Kreise^ welche durch die Durchschnittspuncte des 
zweiten und dritten, und des dritten und ersten gegebenen Kreises gehen 
und resp. den ersten und zweiten] gegel)cnen Kreis rechtwinklig schnei- 
den« Ein Blick auf die letzten drei Gleichungen zeigt uns die Richtigkeit 
des zu beweisenden Satzes. 

Aus dem hiermit bewiesenen Satze ergidt>t sich durch Gränzbe- 
trjachtungcn in der Construction nicht blofs der an die Spitze dieser Nun>- 
mer gestellte Satz^ sondern man kann in der Aussage dieses Satzes^ ganz 
beliebig. Puncto und gerade Linien an die St^e der drei gegebenen Kreise 
setzen , und erhiilt auf diese Weise eilf verschiedene Sätze. Nehmen wir 
z.B. statt der drei gegebenen Kreise drei Puncte, so gelangen wir zu 
folgendem Satze: 

,^Wenn irgend drei Puncte gegeben und und man beschreibt drei 
,, Kreise so, dafs jeder derselben durch einen der drei gegebenen Puncto 
„gebt uud die beiden übrigen zu zugeordneten Polen hat, so sohn^den 
„sich diese drei Kreise in denselben beiden Puncteu." 

In diesem Falle könneji wir in der analjiischen Beweisführung uns 
derSjmbole oosc^, die unendlich werden^ nicht mehr bedienen« Man er^ 
hiiit hier indessen^ indem man ^ s=s ,0, ^' =: 0, a" s= setzt, aus (5.) sugleicli 



e'» 



wenn man durch e' und e die Abstünde des ersten uud zweiten gegeb^ 
neu Punctes vom dritten bezeichnet« 

Der Kaum verbietet^ hierüber melur in's Detail eii)zugeheii. loh er« 
walme nur noch beiliiußg, dajGs, da in der Gleichung; (6.) der dritte gege- 

39^ 
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bene Kreis nur in den Winkeln ta und tß}\ unter welchen er die beiden 
ersten schneidet, erscheint^ wir sogleich folgenden Satz erhalten: 

..Alle dritten Kreise , welche jeden von zwei gegebenen Kreisen 
^ unter einem gegebenen Winkel schneiden, werden ihrerseits von einem und 
,, demselben Kreise unter rechten Winkeln geschnitten, und dieser Kreis 
^•gebt durch die beiden Durchschnitte der beiden gegebenen." 

Eigentlich kommt in der Gleichung (7.) nur der C)uotient — :^ vor. 

2. Neben den Satz: 
,^ Jals, wenn man die Winkel, welche in den Durchsdmitten von ir- 
.,gcnd drei gegebenen geraden Linien entstehen, durch sechs neue 
^, gerade Linien halbirt, diese Halbirungs- Linien su drei in vier neuen 
„Piincten sich schneiden/' 
stellt sich der folgendem 

Wenn irgend drei Kreise gegeben sind, und man halbirt 
diejenigen W'iuket, welche in den Durchschnitten je zweier 
derselben entutebeu, durch dreimal zweiKreise, so erhalt man 
solche sechs Kreise^ die zu drei, auf vierfache Weise zusam* 
menj>estellt^ in denselben beiden Functen sich sohaeidem 

Um diesen Satz zu beweisen^ wollen viir die drei gegebenen Kreise 
Miederum durch die Gleichungen (L — 3.) der vorigen Nununer darstel- 
len^ und durch die Gleichung (4.) denjenigen KriMS bezeichnen^ der durch 
die Durchschnitte der beiden ersten gegebenen geht und die Durehschnitts- 
M'^iukel derseli>en halbirt. Da dieser Kreis akdann mit dem ersten und 
^.weiten gegebenen Kreise Winkel bildet, die sich zu « ergänzen, und de- 
ren Cosinus also gleich und von entgegengesetztem Zeichen sind, so erhält 
man folgende Gleichung zur Bestimmung von /e, wenn wir^ der Kürze 
halber, in den Nennern der folgenden Ausdrücke den Radios des Kreises 
(4») R nennen: 

_ __ 

Nach alten Reductionen «rhalten wir hieraius: 
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und ako aus (4*); 



10. -c~a^o. 

9 «' 



Durch [bloCie Aooent-Yertausohung erhalten urlr hiernach für dieje- 
nigen beiden Kreise, welche die Ton dem zweiten und dritten, und tou 
dem ersten und dritten gegebenen Kreise gebildeten Winkel halbiren, 
folgende Gleiehungmi: 

Die drei Kreise (10.) und (Ih) gehen also^ was zu beweisen war, durch 
dieselben beiden Puncte« 

Wenn wir das Zeichen eines der drei Radien ^, ^' imd ^*^ h\ den 
letzten drei Gleidiungen ibidem, so erhalten wir drei neue Kreise^ wdche 
in denselben bddenPuncten sich schneidett. Nehmen wir ^ mit entgegen« 
gesetzten ZMdien, so erhält der erste Theil der Gleichimg (9.) ebanfoUs 
das entgegengesetzte Zeichen, und diese Bedingungs*Glachung drückt aus, 
dais der Kreis (10.) die beiden Kreise (l.) und (2«) unter gleichen Win- 
keln schneidet, und folglidi die Nebenwinkel der Durdiscfanitts winke! 
der letztgenannten beiden Kreise halbirt« In eine gleiche Beziehung tritt 
alsdann auch der zwttte der Kreise (11«) zu den Kreisen (L) und (3.)« 
Hiemach ist der vorstehende Satz vollständig bewiesen« 

Es ist dieser Satz, wenigstens unter einer andern Aussage, bekannt* 
Die blitteipuncts-Coordinaten des Kreises (10.) z«B* sind: 

^ — 9lÄ=l9^ ^ — 9'^-9^' 

und in diesen Ausdrüdcen erkennen wir die Coordiuaten des Durchschnit- 
tes der gemeinschaftlichen äu&ern Tangenten der beiden ersten Kreise 
wieder« Ändern wir das Zeichen von ^ oder ^^, so erhalten wir die Coor- 
diuaten des Durdisdinittes der gemeinschafUichen innem Tangenten der« 
selben beiden Kreise. Also; 

„Wenn man aus solchen drei Durdisdmittspuncten genteinsebaftli» 
„eher Tangenten je zweier von drei gegebenen Kreisen, die hi gerader 
„ Linie liegen, als Mittelpuncten, drei neue Kreise beschreibt, welche durch 
,^die Durchschnitte der beiden bezSglichen gegebenen Kreise gehen, so 
„schneiden £eselben iSch in denselben beiden Punoten#" (Anal, geonw 
Entw. I. 185.) 
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^Vcnn ich nicht irre^ ist dieser Satz schon io eioem frühem Bande 
ouG ergonne's Annalen aufgestellt und bewiesen worden« Ich bemerke 
•ilüiiiigt daCi in dem vorstehenden Satze die drei Durcbschnittspuncte 
j;ne'4nschaftlicher Tangenten mit irgend drei andern Puncten ver- 
:;uscbt werden können^ die in gerader Linie und auf den Central«Linien 
' zweier der drei gegebenen Kreise liegen *). 

3. ^,Wenn man die Innenwinkel eines gegebenen Dreiecks durch 
.drei gerade Linien halbirt, so schneiden sidi diese Halbirungs« Linien 
\a einem und demselben Puncte» Wenn man von diesem Puncto aus 
^Perpendikel auf die drei Dreiecksseiten fiillt^ so sind die Fulspuncfe die« 
ser Perpendikel diejenigen Puncto, in welclien der dem Dreieck einge^ 
scbriebeue Kreis die Seiten denselben berührt. Dieser Kreis ist durch 
diese Berühruugspnncte bestimmt/' 

Ganz analog ist folgende neuei und, wie mir seheint, elegante Con- 
:niction des Problems der Tactionen: 

Einen Kreis zu beschreiben, der drei gegebene Kreise 

erührt« 

,^3IaQ halhire durch dre^ Kreise diejenigen bdden Winkel, unter 

, welchen die drei gegebenen Krase, paarweise genommen, sich schnei- 
den. Diese drei Kreise gehen durch dieselben beiden Puncto« Man lege 
durch diese beiden Puncto drei neue Kreise, welche die drei gegebenen 

X wwXiic rechten Winkeln schneiden. Die drdmal zwei Durcbschnittspuncte 
^velche mau hiernach auf den letztgenannten «frei Kreisen erhiilt, sind 
diejenigen Puncto, in welchen diese Kreise von zwei der verlangten he^ 
rührt werden : von denjenigen nemlich, welche dieselben alle drei gleich» 
»rtig berühren." 



*) Um keiueo Sntz uobewieseD so lauen, fSge ich diese Note binza^ Die Mit« 
ipuocte der drei Kreise (1.) UkiDeii wir durch Colgende drei Gleichungen darstellen, 
enn ^ir uns der oeoeo Linieo « CoordinaltD bedienen: 

;eod drei andere Tuncte, weiche auf den Seiten des darcu diese drei Mittelpuncte 
'\4timroteB Dreieckes, und Sberdieb in gerader Linie liegen, kSnnen wir alsdann, 
. finn u und v unbestimmte Goefücienlen bedeuten, durch folgende Gleicbunffen darstellen : 

U-fiU'vsO, /äU'-^pU'' ssO, vIP' — UssQi 
niese PuBCle sind aber, wie sogleich eibeUet, die Mitleipunde folgender drei Kreise: 

C-/iC = 0, /»C— s^C^' SS 0, rC— C = 0, 
lie, wns man sogleich aus ihren Gleichungen entnimmt, durch die Durchschnitte je 
ffeiet der drei gegebene^ Kreise gehen, und Gberdieb alle drei in denselben beiden 
iiocten sich schufideo. 
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Oh«ic Mähe ergicbt sich cler Beweis dieser Constriictiou, nie si/.-' 
wa» nach dem Vorhergehenden kaiim nodi erwähnt zu werden Ijracic?«« 
auf je^e beliebige gegensdtige Lege der drei gegebenen^ Kretaie zu einan- 
der erstreckt» 

Wir wollen die beiden gesuchten Kreise C und C nennen; jc^lcr 
defsell>en wirf? von der drei gegebenen Kreisen 7, y' utxA 7" jzloichiu-tv ' 
berohrt. In der 1968ten Nummer des ersten Bandes der .^Eutwickohmgeu 
Ut ohne ÄÜen Aufwand von Rechnung gezeigt wordoii, ilafo der Durdt 
schnitt der uufsem gemeinschaftliofaen Tangenten irg^niJ zvr«^icr Kreisf*. 
welche die Kreise C und C so berühren, wie es die Kr^^^se */ tlitih, an* 
der gemeinschaftlichen Chorde von C und C hVgen. D^rjoingf^ Kreis K.^ 
weicher aus einem solchen Pimcte ^ als MittelpimcK f>Ooobrieben wird un<' 
mit den bezSglichen beiden Kreisen (etwa y und y) die/^elben Durch-> 
fichnittspuncte hat^ schneidet die beiden KreUo C und C unter rechten 
M'inkeln. Es folgt diels unmittelbar aus dem Satze am Ende der ersten 
Nummer dieses Aufsatzes (II.) 9 wenn man zugleich bemerkt, dafs die 
Gleichungen (7.) und (10.) identisch werden, wenn ta = &^^ mid also ins« 
besondere auch, wenn iü = w' c= ocier oa = co' = is. Bieraus folgt dann 
ferner, <!ais alte solche Kreise K die Centrallinie der beiden Krmae C trad 
C in denselben beiden festen Puucten schneiden^ was auch ^dtkoti in der 
185sten Nummer der Entwicklungen bemerkt worden ist. 

Wenn wir nun statt eines Kreises K einen solchen Kreis nehmen^ 
der zweien zusammenfallenden Kreisen 7 entspricht, so ist ans einer 
Griinz- Betrachtimg sogleich ersiditiich ^ dafs ein solcher Kreis den Krei*^ 
y rechtwinklij! schneidet und durch dif^jenigen beiden Puncte geht, in wel- 
chen der Kreis 7 von den Kreisen C und C berührt wird« Ein solcher 
Kreis wird a!>er auch die Centn) iilnie der letztgenannten beiden Kreise 
immer no< h in den beiden ronstanten Durchschnittspancteu der Kreise K 
schneiden. Somit ist d»e ohigo Construction gerechtfertigt. 

J>ie Constriictitm ^I'^r übrigen Berühr ungs «»Kreise ist ganz ähnlich« 
Ich bo.^cJininke miol« hier auf die vorstehenden Analogien. Nach 
Analogien zn schhV&en, ist eines der ersten Hiilfsmittel ^ mn neue Satze 
aufziifitiden^ uiid iiberdiefs^ wo, wie in dem Vorstellenden, Aniedogien zwi- 
schen 7wei Ri^Uien von Sätzen sidi finden, da besteht nothwendig ein 
Übertragungs - Princip« Ich komme später noch hierauf zurück« 
Bonn, am 1« August 1831« 
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25. 

Demonstration de la solulion du probl^me de Malfatti, 

doiinee par Mn Steiner p. 178. du tome L cah. 2. 

(Par Mf. Zomow, professeur tu College de Kneiphof, h Koiug8ber(.} 



Ou troure ciaqs le tomei. de ce Jourual une constniction tres remar- 
quahle du [irobleme siÜTant^ connu sous le uom du probleme de Maifatti: 
,, A un tpiangle donne queloouque^ inscrire trois cercles de maniere, que 
cbacuu d^eux toudie ext^rieurement les deux autres et deox cötes du 
triungle." Cette constniction ^galement distiiiguee par sa simpiidte et sou 
eU't^ance, ii^a pas ete d^montree par son auteur^ et a ce que je sais, uulle 
drmonstration en a ete publik depuis ce tems la# C'est ee qui me four- 
Dit loccasion de oommuniquer aux Geonoetres la demonstration sui?aute, 
qui me parait assez simple pour meriter leur indulgenoe. 
Commen^nH par cpielques considorationft connues» 
\. Soient (Taf.Y. Fig. 1#) o et b deux cerdes^), qui ae toucfaent 
ext^rieurement ; par leur point de coutact z meoons uue tangente com- 
mune zw'\ Sk>it u^'v' une autre tangente, qui rencontrc la premiere 
au point w^^^ on aura: 

2« Etant mon^ par u*^ et i/' un troisieme cerde quelconque c, **)| 
qui ooupe u lA b dans deux autres poiuts ^ et jr, la droite c^w" sera 
perpendicuhire tu la droite u''v'\ En meme tems la droite u^' y s<Hra per- 
pendiciilaire a ia droite «c,, qui Joint les cratres des deox oerdes a, c^. 

3« Les oerdes a et 6 peuvent etre toiidies dans ks points y et x 
par un mSme cercle c. 

4. Seit A' le point de reooontre des deux droites ac^ et u^^v^' pro- 
longees cbnvenablement^ la droite A^y toucbera le cerde a an point y^ et 
par sQite aussi le oerde c dans le meme point. 

5* Seit d^crit du oentre c, un second oerde^ qui touciie u^'v" au 
|Munt w''^^^). Le point <^' soa le point de similitnde extMeur des deux 
oerdes a et c,^ donc la drmte A'y toudiera aussi le cerde c^. 

^) Nou8 d^ngneroas, potfr abr^ger, le csrde^ aon cenite, et toa fsjos per la 
meine lettre de ralphsbet. 

*^) Ce cerde n^est pas cODttndt diuis I« igaie, poor iie pas I« rendre trop 

coxD]4igQ^. . 

«ee^ (7eet ce cercle et soa leyoii c^ m/\ ^oe aoas d^signeroae detonnais par c^. 
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6« R^proquement la tpngente y t commune aux ceroles a et c 
meo^ par leur point de oo^^aot y^ touehe le cer^le c^« De la meme raa« 
niere on proure, que la tangente ;r^, commune aux cerdea b et c^ menee 
par leur [loint de contact .r, toucbe lo oercle c^« 

7« Les droites ziü"y xs, yt sc ooupent daos m point uniqueP, cjue 
Ton peut regarder comme le centre du cerde inscrit au triangle abc. D od snit i 

8« Le point P «^tanl le point de aimilitude intfSrieur des deux cerolea 
C| et €, les trois points c^i P, c soat sur iine mdme droite^ et par suite 
les deux triangles cPx et c^Ps sont sembiables« On t&re de la; 

r, + c=s /■(©(« 4-Ä-l-*?)), ou bien cJ=Jc(a + 4— Üc^). 

10« Soit as^ la tangente menee du point c au oerde c^^ on %t 

11» Soit u'v^ une tangente oxterieiwe eommune aux eeroles a et c^ 
et qui ne rencontre pas le troisieme b^ 61 eile coupe le droite Py ao 
point w^y on a^ comme d dessus !•; 

et par oons^ueoee; 



as' i/a ' a 



On voH par tö^ qua lea deux triangles reotangles e^as^ ek w^oh^ soiit 
aemblables^ d'ou siiit. 

12# Soit A le point de rencontre des deux dreites u^v\ u^V's le 
cerde a ätant inscrit au tnaogle AJfw'^ on a tonjours: 

On aura donc aussi: 

Z A'as/ ^f / AaA' ^ 2R. 

Oq voit par lA, que les droites ^c et c^' se confondent en une droite 
unique^ cest u dire: la droite ^a^ q4ii dlvise en deux parties egales Tangle^ 
forme par les deux droites u^i^ et u'^ v"^ touehe enm6me tems le cercte c,. 
13. Sott de plus UV tangente commune ext^^rieure aux oercies b et 
Ci et «fui ne rencontre [>as le troisieme cerde ^ > S4>ient iß et C ses points 
de rencontre avec les droites u"v" et u*¥^f en prouve de la meme ma- 
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niere^ que la droite BC toudie le oefde Ci» Donc uii triangle^^^C ^tant 
circoDscrit aux trob oercles aj hf c 6» mauiere^ quo ohacun de aes o6t^ 
fottche «xt^rieoremeDt deux de ces eeroles^ ai I'oa partage las angles Ji^ 
Bp C en deux partiea ^galea au mojeo dea drcHtea JOf BO, COf le earde 
e^ aera inscrit au triangle jiBOm 

14« R^ciproquement le oercle c^ inscrit au triangle j^BOf est touoh^ 
de deux dea trois tangentea xP, yPj zP^ men^ aux ceroles a, b, e par 
leura poiota de contact eoimnmur x^ y^ z, et touche en meme tems le 
eöt^ ^B au möme point u/^^ auquel il est rencontro par la trouieme 
tangenCe Pz. 

15» Soient de plus Og et £i les eerdes inscrits aux deux autres trian« 
gles BCO et CJOf en prouve de la mdme maoa^^ qn'fla sont toodiäi 
re^pectiTement des dnntes yP, zPf et des droites zP^ xP. Dono du 
point li^'y aucpiel le cercle r^ toudie le odt^ AB^ on peiit mener une tan- 
geute Pz commune aux quatre cercles a» b^ Og^ b^^ et qui touohe en 
meout tems les deux premiers A leur point de contact commun» 

16. Etant doan^ te triangle JlBC^ ü Ton cberohe les trois oercles 
üf b^ Cf d^tennin^ de mam^e^ que diacnn d'eux toudbe les deux autres 
et eameme tems deux des c6tü du triangle ABC, on partagera en pre^» 
mier fieu les angles jij By C ea deux parties Egales au moyen des droites 
jtOy BOy CO^ aprSs cela &ant ioscrits aux triangles BCO^ CJO, ABO les 
oercles a^^ bg, c^y dont le demier touche AB au point w^^^ ü Ton m^^ne 
du point w^' une tangente au oerale Og tellement efaoisie^ qu'elle touche 
en mdme tems le cercle ^i^ ce qui est toujours possible, eile touchera 
anssi deux des cercles chercb^ a tt b^ qui sont par Uk enti^rement d^er« 
nines# Par une constmction semblable on trouye le troisidme cercle^ e. 

La constmction pr^dente du prdildme de Malfatti est pr^c»^ 
ment oeHe^ qui a ^4 donn^ par Mr* Steiner a l'endroit €it4. 
Königsbergs le 30« Oct. 1832. 
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26. 

Memoire sur les fonctions discontinues. 

(Far Mr. Gmilatime Ubri im Florenc^.) 
(Ui % r Acftd^mie RoTole da» Kieiie^ 4» pari«, b «L |f ai |S32«> 



IntrodvotioD.. 

il jr a quelques anales qne dans un m&noire ou je discutaia les valeun 
des Umites des fonctioiis jfocontinueS| fexposai uoe maaidre fort simple 
de r^resenter ces fonctions par des exponentielles sans integrales dSBoies 
ni snites anfimes« J'assurai h cette occasion^ que mes formales pouvaSent s!«p« 
pliquer avec snee^ aux transcendantes num^riquesy et spi&»alemeni ju la 
redierche directe d'un nombre prämier plus grapd qu'une limite dornig 

Les g^mStres qui tentdrent les premiers d*exprimer les fonctions 
dtscontkiues en analyse^ r^iooqtr^renft de gr^nds obstades et de puisaans 
antagoniates* Getto question agit^e d'abord entre Daniel Bernoulli, 
Kuler >6t D'Alembert^ a occup^ successirement les plus cel^bres g^ 
metres^ ikiais ce n- est que dans oes derniers tems qu'eHe a re9u une soluii» 
tion adopt^ g^n^rdement par les aualystes. Les travaux de Fouri!er 
et les belles recherches do Mr« Poisson sur les limites des foncfions 
discontinues 9 ont du dissiper les doutes qui restaieiit encore sur In natere 
de ces fonctions» 

Dans ce memoire f ai tdch^ de r^uire ä Talgebre ordinaire et aux 
fontions exponentielleS) les fonctions discontiuues qui par^iasaient plaeees 
aux limites les plus recul^ de la sdencoi» Non seulenMirt cette maniere 
eiementaire de traiter des qnestions dHficiles^ sert ili propa^ des conoais«^ 
sances qui ^taient rcservees a un petit nombre de persoones^ mais eile 
conduit ausd A I4 r^solution algebrique d'un grand nombre de probl^mes 
qui paraissaient exceder les foroes de Vanaljnae« DejA daus ce m^.oire 
fapplique mes principes h la dj^termination directe et g^firale des divi» 
seurs des oombresi et A la reidieirche des nombres premiers« Mais ces 
formules tont d'un usage beaucoup plus ^endu^ L^ g^metres qui au» 
ront bleu saisi l'efiprit de ma m^ode vevront ^^elle pent s'appfiquer A 
une mültiiude de questions dfvmses» Elle swt surtout 1^ la reoherche dfi 
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terme gen^ral de certaines s^ries qui paraissaient n'ob^ir a aucitne loi 
analytique» 

Mes espressioan seloignent tellement den formes analytiques ordi- 
naires^ elles paraitront, peut etre, si singuli^res au lecteur^ que j*ai oru 
deToir insister specialement sur leur d^monstration« On trouvera au com- 
meDcemeut de' c^ Bi^moire une discussioii fort longue des Taleurs de la 
fonction 0^« J'aurais pu^ peut Stre^ m'en rapporter ä ce qui ae trouvait 
d^ja dans d'autres ouvrages^ mais j'ai tfich^ de eombattre d'avanee les 
difficult^ qae ce genre d'expression auroit pu faire na^ire daiis 1 esprit 
du lecteor« 

La fonction qjTXT' ^^^' )^ ™^ ^^'^ ^^^ ^^ memoire ^ est beau-- 

coup plus simple que edle dont je m'^tais servi pr^c^emment« Jfflle a 
de plus TaTantage de pouTOir s'appllquer a la theorie des nombres^ de 
mauiere ^ eyiter la valeur de (f^. Alers eile devient evidente par eile mdme^ 
ittd^pendammeut de toute considc^tratioo ^trangere# 

Ces föroaules ne renferment aucune Dotation nouvelle* Blies sout 
le resultat necessaire des propri^tes connues des fonctions exponeiitielles« 
Lf^ fonctions disoontinues »'arafent 6t6 appliquees jusqu ici qu'aux proUe« 
mes de phystque math^matique« A Tävenir elles coniribueront surtout 
ßvoL progres de l'analyse alg^brlque et A l'application de Talgdbre a la 
geoin^trie# 



»11 » ■ 



Analyse» 

Dans nos redbwebes pr^o^Utentes vm les feabtions diseontbues nous 
avons eoosid^ la valenr de 0^ conmie ^tant toojours ^le ak Tunit^, en 
eos^uence de la raleur de a?logO^ qui ^tait ton jours ^gale a cerO| lorsque 
■tc sr: 0» Mais il faut obsenrer qu'on seit senleBieiit que le produit jp log jt 
est egal a z4ro lorsque xs=5 0; tandisque on ignore si dans xlogi)^ le 
du logU vietit de logj?, dans lequel on ait &it orss 0^ ou de toute autre 
fonction de x aous le signe logarithmiqae« II resulte de Id quelqiie iuoer-^ 
titude dans la valenr de arlc^O^ lovaqne jpssO, et par wite dans eelle de 
O^ SS 1. Mais il est ais^ de prouver di r e cteni en t par d'eulres mofens qua 
retiiression 0^ a touiours pour valeur l^nnil^« 
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Mascheroni '^) ayait dijä observ^ quo O^ssl.^ U trouvait c^tte 
valeur par l^^cjuation 

mais on i>eiit y parveoir par d'aiitre« ji'oies* 

On sait que lonque or mt im nombre eotier^ le d^Teloppement du 
bmome 

s'arrete totrfoun et donne totijoun une valeur exacte quelleque soik la 
valeur de u, ce qui ne tieot pas u la oonvergenee de la s^rie du seöoiid 
membre (car oette oonvei^ence exige que Ton ait u^l )^ nuds au facteur 
JT— »o?, qu*on retrouve dans tous les termea apr^ le terme x^V^. 11 
resulto de Ih que si Ton fiut or ss 0, teus lea termes , exeept^ le premier^ 
se detrulront^ et on aura toi^ours (1 — ii)^=l« Oo voit que cette Taleur 
est indepeodante de la valeur de i^^ et qu'on pourra faire :/ss 1^ d'gu 3 
r^*8ultera (1 -^1)^ ;=i 1 ss OP^ On voit auasi que Ton parvieudrait au ndme 
resultat, en fesant d'abord 

et pvi& (par la 8up[Hmtiou de x^saO}^- (a^^by ssaf^sBat: car pwsque ee 
deriiier resultat eat ifid^pendant de a et de i> os pourr« üSt9 ^sbbA; et 

ou aura eucore 

. (a—ö)« = OP «s 1. 

n eat dair que loraque x est une quauHt^ positive quelconqpie^ la 
fonelimi 0^ est toujours ^ale a zero» Ceci n'a pat besoia d'etre dätnon« 
tre; mais si oo voulait voir> comment la ^antit^ 0^^ qui est ^gale & fumt^ 
lorsque jp ss 0, devient ^gale A zero pour une valeur quelconqoe de x tr^ 
peu difierente de z^ro^ on n'aurait qii'i fSftire x infiniment petit dans 
lequation 

(1--.1) z=, i^x^ j — i^^ — j^ h«tc*f 

oe qui donnerait^ eu negfigeant tes puissances sup^ieures de jr; 

(1 — 1)- « i-.^(l+|4-^+A^,x,.., + etc.) 

a= 1 --a? log(t — 1) s» 1 ~ar logO. 

]Mbttutenant on siiit que lorsque jt äs 0^ leprüddt ^(1 -f i 4* f + i • « • * "H ^^•) 
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est ^gal A ^Bi&ro, quoiqM le seoondl facteur wit unc quantil^ infioie ; fl re- 

sötte de li^ que n od fait x ^gal h une quantit^ trda^peCite (maki plus 

girande que z6vo) la yideiir de ce prodiiirt sera 6güeätmut4^ et alors aa aura 

(1— .t)»«i-^dP(l+i + ^+|...,4.etc.)«l— 1«0. 

n f^nilte de Ih qu'en g^kitSral la fonodon 0* aura pour valeur z^ro^ 
ttiMti f ou tinfini ^ seien qua x aura uoe valeur positive^ tiro ou 
nigaüve., * 

Pabque la foocdoii 0* iie rauroit aroir que Tune de oes tNM valeurs 

suivante»: 

O», 0', 0", 
qui dooMut 

Of»SBl, 0»f=5 0, 0"asO. 

II r^sulte de \h que la fouotion QP est ^gale A x^ro pour la valeur x^acO^ 

et pour uoe Tsdeur n^gatire qnekxmqiie de ^; et que (f c^ 1, pour toutes 
les valeurs positives de x« 

Mainteuant la fouotion 

a pour yaleur runibS pour toutes les valeurs de x eomprbes entre :r ssO^ 
(9t x^s^üi eette fonctioo se reduit A lixo pour toutes les autres valeurs 

de jr.> Car le premier fisM^teur 0^ est i^gal h^ zf&ro depuis arssO jasqu'i^ 

4rass-^oD, et donne toujours (y^a^l^ pour touiendear positive de jp^ I^e 

second laoteur ^^^ est ^gal ii »^ depuis x^rzß |qsqu*li jt ss oo ^ et doune 

{jT^ S3 ly pour toutes les valeurs de x ocnupriies entre jt :^ a, x^e^-^t^^^ 
Partanty puisque pour toutes les valeurs de /r, comprises eutre x ^sza^ 
dpssoo; et entre ar = p,jrss5.^6Py Fun des denac lacteitrs de ^ est ^gal 
Ä z^ro; et que entre jr ss 0^ x^sop ils sont tous les dein: egauK A Tuuitf!; 

il en r^ulte enfin que le produit (f'cf^ a pour valeur VnnHiH entre 

arssO, jrs= 0, ^ que hors de ces limites on • toujours 0^0^^^ 98 a 

En observant que pour x^s^O^ eit ^rn^a^ on oura ton^aurs (f 0^ ss 0« 

II faut remarquer id^ >^'^taiit domiee noe fpnotifMi ^soontiaae^qoel» 

conque, on pourra toujours la eonsiddrer eomine i^tant ^gale h la somme 

d'un nombre doBOi^ de fooctionis qui resterpnt \ooi|tinues entre des limites 
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donn^es. Ces Uwitu seroiit d^ermin^ par las pomts oä il 7 a MhitioQ 
de eontinuit^ dans la fonction disoontlnue donn^e» Mbintenant^. cbaoune 
des fbnctioiis eontkioes partielles ^ doat la fonotiott discoatmu« totale se 
compose^ poiirra etre represent^e par le produtt de deux ijiptaurs^ dool 
l'un exprimera la valeur de la fonction disoontinue eqtre deux limites de 
disoontinuit^^ et Täutre exprimera la loi de discontinuit^ : pourru que Ton 
att; toujoun ^gard u la valeur de oes fonotions aux limites et ä d'autrea 
eiroomtanoes qui tiennent aux valeurs infioies des f^notioiis dont on ne 
eonsidSre. qu'une partie« 

La fonction (f devients^ro pour diaqoe Taleur de <p(x)zsiOf de 
manidre que si 6n voulait exprimer de eette mani^ le contour d'on 

poljrgone, il est olair qu'en employant des Cicteom de la forme (f d 
pour repr^nter cfaaque cöt^^ on aura pour diaque sommet une valeur de 
Tordonn^e ^gal ä t&to^ ee qui serait inexact# Mais il est facile dans chacpie 
cas de corriger eette errenr* Pour fixer les id^ nous allons prendre un 
exemple* Supposons quVin dcrfve trourtf P^uation de la ligne ab ed.... 
(Tat Y« Fig,2«) teile que a c seit une Kgne droite^rt ^i/.... une parabole« Seit 
h e Taxe des ordonn^ et ^^ Taxe des absolnes, seit efzsz n^ et exprimons en 
g^n^ral par yssijix^B, T^uation de la droite abc, et par y=s/'(Cr4*^) 
r^uation de la parabole cd. II s'a^t de trouver une fonction de x teile 
que depuis xs=s — oc^ jusqu'ä jrssHy die derienne JljP'j^Bp et que depuis 
x^szn jusqu'Ä xssoo, eile derienne ^(Cx^D). II est dair quen ap* 
pellant/(jp) eette fonction inconnue^ on ponrra &ire/(jr)ssir(ar)-f-\p(jcr)y 
pounru que F(jr)'soit ^ale ä jix^B depuis dr=s — 00 jusqu'ä j? = /i» 
et s'^yanouisse depuis xasn jusqu'ü irssoo; et pourm que '4^{x) seit 
^ale d /"(Cx-^-D) depuis x^=^n jusqu'A jpssoo, et s'^ranouisse depuis 
x^n )usqu'i^ ^s=~.oo« Maintenant les fonotions F(x) et ^p(dr) restent 
eoniSnues entreles limites xss^^do^ xssznj xss^n, xssoo: donc ilSsiu« 
dra les d^mposer en deux fiicteurs dont Tun exprime la eoncEtion de 
diseontinuit^, et Tautre la valeur num^rique de la fonction« On ?oit que 
si on miiltipUe jix-^-B par noe fonctioa P(x) teile qu'elle seit ^gale 
A Tunit^ depuis x ss — co jasqu'ü xss n^ et qu'eOe deviemie vko depuis 
^ss n jiisqn'A jr sss oo^ on amm d'abord la droite abc^ et puis une valeur 
jrs=ö pour toutes les autres valeurs de x: de m^me si on multiplie 
vr(Cx + Z)) par une fonctioQ ^i(jr> telta qu'elle seit ^gale A runil^ de- 



.*— * 
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jQg «2C. C. Libri, m/mcire ntr ies Jonctions discontinues» 

pais X3=sn jusqu'a jr = oc , et qii'eile s*evanouisse dq^^u» x^s^n- jmtju'ii 
xss: — 0C9 OD aura la parabole cd et puis uoe valeor de yssO pour 
loutes les aiitres valeurs de jr« Et comme ces Taleurs de y = n^ajoutent 
fien a la valeur des ordonneef 1 on aura eofio 

Mais DU a TU qu*oii pouvait faire 

d'ou n Faulte enfioy que la fonction cberchec f{x) ert donoee |>ar requatioo 

/(ar) « (jT^^Aj: + B) + QP'"** iTfCar + /?}• 

n Siut obsen er cependant qiie pour la yaleur ^ ss /i ^ au lieu d'olitenir, 

oouune on le devrait, /(/i) »» An -f- ^j on troure /(^) 5=? Ü, parceqiie Vt 

€H (r " 9ont toates deux egales u s^ro rortqn'oo fair a*=s/?; ee|»eodant 
ou agra une raleuir encte mdme pour %'^tte limiio arssn, eo preuaat 

pour ip(x) la raleur 1 — Cr"*; oar oette (ouction dounera akira <p^ar)v= l, 
pour toutes les ^^leurs eomprises eutre ^zsi^n^xzsz^^oo (em y oompre- 
uant la valeur ^ s= ;i)^ ei se r^uira ä ^ro pour toutes kb valeurs com» 
prites entre x^se^n^ jr«9<ip« Aiiisi ou aura 

et F^quatiou 

4era requation «le la eourbe ahti,..^ qul est compos^o de la liguo droHo 
%bc et de l'arc de parabole €d..,. 

Xoute la question consiste a trouv<^r uue (bhction F{x) teile qu'elKi 
ait la valeiir 1 eutre les limkes xs=0, x^sza^ ^t s'evanouisse ?atre x =sOy 
x^s^^-'^ooy et entre a? = a , j? ss 00 : oar eu iQuItipIiaut /'"(x) par la fono» 
tion ^(^) qui expritne la valeur de la fonotion discontioue entre les deux 
iimites x^ssa, xsszO, ou aura F(x) 4^(x), qui repr^.utera uae pariie de 
la fonction discontinue entre les deux llmites x ==; 0^ xssa^ qu'on peut 
i»uppo$er etre deux points oü la fonotion totale cesse d'etre represoitee 
par la fonction ^/^(x); ou en d'autres termes^ otre deux powts successifs 
de diseontinuit^. Oa peut trouver phisienrs valeurs de lä tonciion Fix). 
et ces valeurs difforent aux limites: ainsi la fonction 
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F(x)zsiOy pour jTssO^ et poor xssac. La fionotloo 

F(x) B (l — (y"*)(l-.0>*") 
doiiiie F(4r)assl^ pour {et Uinites xssO^ xtss«^* Ja Tideur 

doone F(jr)ssl^ pour xzssO, et i'Xjcr)&F:Ö^ pour jrssa. Eufitt la valew 

pour 4?s=s0 et pour xssa; en observent toujonnji ^e tootes oes va« 
leurs de F(jEr) donnent F(x)sssO depins d?c=0 jusqu'jt ^= — co^ et de-* 
piiis jf s= o jusqu'ä ^=oo: et qu'on aF(jr)=:l entre les limites x=iQ, 
ar=: a: md^pendamment den valeura des limkes que iious arena i4j^ d^ 
terofdu^es* 

Au rette oes dtrerse« exprestdomi peureut 6tre eoüdd^r^ oomme 
^tant les finütes d'entMs fooctiooa da» lesqueHes Je tdro est iremptao^ 
per une quautit^ trS» petite« Si l^on exprime par d ime goautit^ tr^ 
petite, la fonitfon O* tem la limite de )ft ibnotioD nf^^ et odle-d aura 
une Talevir trds petite oil trSs graude selon quo o? est poaitif ou ü^^-^ 
tif. Lorsque ^ ss 0^ en aura d"" ss !• Oo voit i^ m6me que la fonotto» 

(y^ est Ja limite de d^^ et que a^xT ^ ^ Ihnite de la fbnction s^l* 

en supposant toujours qua. d est une quantit^ tres petite* 

Les fbnotiona que nons venens de cönrid^rer JöiHssent de plusieinrs 
propn^& reoiarquables. Elle« serreut h transformer en fonctious expo» 
neiitidles un gratid nombre d'int^grcdes d^finies qu'on crojait irr^duotibles^ 
Ainsi l'on a 

d'ou Ton d^uit oe riqiport assoz singulier: 

Oo voit par la formute prec^dente^ que nos expresskms s'appllquent 
d ia theprie maih^nmfique de ta dudeur et qu'elles simplifieut beauetMit» 
Texpres^ion dö certafnes fonetioos y qu*on ne sayait reprraenter quo i>ar 
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im iDt^[rale8 d^finles» Les fwnmlai qu'on obtieot de eejttB manidre aont 

tres* mnples^ et rentrent dans i'algebre ordioaire^ Neos pensoiis meme 

qui si au Heu d'exprimer les fonctions disoontiniiet per des sMes tafimes 

ou.par des' integrales däinies^ on les avait repr^sent^ d'abord per des 

fenclioiis du genre de oelles que nous venons d'exposery on aurait ^vit^ 

beaueeup de disputes et de malentendus sur les fonctions disoontinaes 

dont lä marche et les propri^tes ne sont^ en demidre analyse pas moins 

Evidentes que eelles des fonctions les plus simples« Bfais nos exprenions 

trouTeront surtout uoe application utile dans la th^rie des nowbrm. Car 

elles donnen^ soos formes finies et per des exponentielles seulement, la 

valeuT' en nombres de transcendantes num^aques, dont on connaissait 

a peine quelques propri^t^^ et dont on ne pourait avoir aueune expres- 

sion g^n^rale» D'ailleurs pour simplifier la qnestion^ nous ^Fiterons les 

valeurs de 0^ que nous avons cons iddriSc a au commencement de ce me« 

moire: ce qui rendra tout ä fait ^l^mentaires les redierdies suivantes« 

n est evident que y^OssO^ssO; maiotenant la fonction 0^' (dans 

laquelle ae doit toujours etre un nombre entier) sera ^ale A z^ tant 

que a: restera positif^ et deviendra infinie lorsque jr sera n^gptiC H r^ 

sidte de Ui que la fonction 

1 

sera ^gale a lunit^ tant que ^ restera entier et posilif^ et denendra ^gale 
a zero lorsque x sera un nombre entier negatif« 

On seit que la somme des puissances m"^ des radnes de 1'^ 
quation x^ — 1 = 0^ sera ^gale A ii ou A z6rOy sdon que le nombre 

— sera un nombre entier ou une fractioD« Maintenant si on dinse r6- 

n 

quation propos^ per x — 1, on aura 

et il est dair qu'en exprimant par P^ la somme des puissances nf^ des 
radnes de requation Xz=sQ, on aura 1+ ^i» = ^9 lorsque ^ est un nombre 
entier^ et t-^P^ssO^ dans le cas eontnäre« II s'agit maintenant d'ex- 
primer Pm g^n^ralement en fonctions des coefficiens de T^quation X=sO« 
Nous avons d^montr^ ailleurs *) qu'^tant donn^ T^quation 
X^ =r a?^ — a^o^"^ — a^af^ ...• — «»«= 0, 



*) BleiDoires de in«(hein«ttc]oe8 6t 4s pbytiqtts, tomel« p. 11* 
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d on axprime par^S» la somroe des puissanGes m"^ de nes racines, oa «tira 

dans laquelle la loi de la formation des termes est manif^e, ca« le coeffi« 
ofent^i se forme en ehangeant m en f dans tous les termM rpijupr^dent 
(m — O^m-^^ff et en galant A Tuiut^ (dans tous ces memf^s termes) les 
coefficiens num^riques m, m—t, m— 2, eto« 

Pour appliquer cette formule avec suoces d^s les cas partitiuUerSi 
il faut que les eoeffioiens a^, a^, a^f etc. seiest donn^ en fonotion des 
exposans des puissanGes de x qu'ib multipUent dans T^uatioD X^^ s= 0. 
Cela est n^cessaire surtout pour saroir ä priori quels sont les termes de 
eette ezpression qui doifent s'^anouir, lorsqiie m 4tant plus grand que n» 
on aurait des termes de la forme a„, ^m^-o atc. qui manquent tous dans 
r^quatioQ X^ssO« Ainsi par exemple dans r^qiiatkni XzszO, il est obir 
que pour aroir la valeur de P^^ il faut exprimer la condition que les 
coefficiens de XcsO sont tous ^aux ik t^unit^i^ mais qu'il n'y en a que 
n: c'est-li-dire (si on coospare les deux 4quations X «s 0^ X^^tzO), que 

et que 

O^^i aas a„^ SS a,^ « « « ^ ss 0^ 

Bfaintenant si Ton iait en g^n^ral 

on voit que cette Faleur satisfera aus conditions ^nono^ pr^edenunenty 
car on aura 

^p = — rpR?=p *= '^^f 

(taut que n'^p, ou m6me lorsqiie n tssp) et 

— * n 

lorsque n^p. 

il r^ulte de lii que 



• • • • 
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6C le secood memlMre de oette ^quation sera ^gal d z^ ou A ü^ aeloii 

quo ^ Beta une fraotion irr^ductible^ ou ud nomibre entier« 

Ce second membre eat ^videmmeot uae fonction de m et de n ^ ti 
Wk le repr^nte, pour abr^ger ^ par /(m, n)^ U est dair que la somme 
dea diTiaeurs de m' oompria datia la a^rte des nombrea 

a^ a'\'if ^H^^, •••• ö-f-4^ 
aena doim^ par la auite 



Gette suite contient £ -f- ^ a&riea semblables entre ellea et peut s'^crire de 
eette maniere: 



+^'-m^Y:p[ii^^ 



en siibstituant lea Ta|eura de ]^(mj a\ F(my a-|-lj««. • e(o» en nombres« 
Cette derniore fortbule <)iB| ijuant A la iorme, a quelque rapport aveo 
rexpressioD de Laptaoe po^f les iiombres de Bernoulli^ sert a expri» 
mer en nombres €t en teirmes finis^ la somme des divls^^ure d'un nombre 
queloonque qui aont compris «ntre deux Hmites doun^es; transcendante 
finmerique qu^on n'aTait pu^ |usqu*A pi^esent, repr&enter d'aucune mani^ 
«n termes fiois« U eat dair qtie sl au Ueu de la ^omme^ oo oherohe le 
nombre des divisemrs de m compria daias la sirite 

on aura TexpresBion 

qu'on pourra r^duire en ipoxnbres en substituant lea faleura de F(mya\ 
F{m,a'^i) etc*f que oqu« ütom deJH trouvees« 

Four obt0nir Ja aonutie des dmseurs du nombre eofkr mf qiü ne 
mrpassent paa r^oii 1^ asssO^ b ssr^ dans la formule (B.yt maintenant 
81 on appelle /.(m) oette somme A^ diyigeurs de m qui ne inirpasaent paa ^ 
r, on seit que le probleme de la partition des nondbres i>ent ae ramener 
h la ddtermination de /ri^)» Car ü I'on d&igne en. ^^n^l par JU*(y) 
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le noinbre de foiB que le nomhre entier y peut rä^idter de la sonuiie de 
s termes de la s^e des oombres naturels 

1, 2, 3^ 4, etc. 
et M Ton fait> pour abr^er^ y*«— ss i/, on aura; 

et corame /«(tr) peut toujours s^exprimer en nombres en termes fiuis^ en 
fesant at=iOy b^s^s dans la formule (C}; le second mwS^w de T^qua« 
tioo pi*^c<$deiite sära tout eonnü) et on aura^ par oons^quent^ l'expressien 
generale de M,{y)i ce qui r^out g^n^alemeot le prebl^me de la parti« 
tioD dos nombres^ qu'on ne savait r^oudre jusqu'iV pr&eut qtte dau» les 
cas particuliers^ lorsque y et ^ ^taient donn^ en nombres. .■ 

On sait^ par le th^oreme de Wilson^ que le produit 

sera dmsible par x lorsque an est nombre i>remier} et que cette division 
ne pour^ pas s'elfectuer da^s le cas contraireu H r^sulfe de li que si 
Ton fait th ssi/(xy^ /2 == jr^ dans la förmuIe iB.)y on ikura: 

et cette expresi^on aura ptfur vaieur «^.^ ou zärgt^ setim qae^^ est ua 

Domlnre entier ,ou fractioiAifaire ; on bien (ce qui est la mÖme chose) se- 
ien que;r est itu nombre pceinier^ ou un nombre eoknpds^« U r^ulte de 
Ihy q^e la «omme des ipombres premiers contenut d^ns la suite de nombrei^ 

sera donn^ par la formule: 

^~/(^)' i+(H4^-} — (>^^)~0- t^H-Aai+i (iqjSHRFr) ~^*^: 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^F ^ ^ ^r* ^ ^ ^ ^» ^ 

qui est compps^ d'nn nombre fini de imfi)fm% cir ohaque sdrte («oHtielle 
s'arrete n^cessatreoieqt apr^ un owfain nembre de Itormes: puisq<^.dans 
ia lornmle (^A on a'ftrrSte d^ qu'OB trouve un coefBcient e&t^Srfeuf ^aal 



ik ssero. Au rette fl serait §kS de trourer une fbnolioii Aiooiitfaiiie teilen 
<|u'dle exprimfit fai toomie lies nombres premiers^ eonqpro dens fai tiiite 

üf fl -f- 1^ a -f- üi, • • • • a -f- A, 
saus qiill fut n^oessaire dy ajouter auoime oonditioQ: od n'aurait, |KHir 
eelai qu'A fairf 

^/^ ~ ~ \T+OHFS=py Vi+opH/' 

au Ueu de 

— t 

daos la fonmile («ad»)» 



ii Oll voulait seulemenk ie nombr€ des nombres premiers ^ oompris 
dans la serie 

OD obtiendrait ce nomhre en dhrisaot par a la premidre ligne de la for- 
mule (/>'); par fl-fl 1> seoonde, par a + 2 la troisienie: et ODfio par 
a'\'h\9L demi^re« 

Si Ton exprime par It« b somme des puissaaoes ni^ des raeioes 
de Tequatioo 



31 est olair qu'cm aura iC ^^^ ^y'^^ <>u A^ es 0, seien que — est un uom* 

^» 

bre eatier ou une fraotion inreductiMe« II r&nilte de la que si Ion fait 
le produit 

et qu'on appeUe T^ la somme des pnissanoes m^*^ des raianes de r^fna- 
tioa JT^ SS 0, OB aura 

et les nombres «^ ß^ y» • • • • etc., seront tous les diriseurs de m. 

Maintenant si on veut trouver un nombre premier plus graod que 
le nombre p^ on fera (dans la v^eur pr^dente de VI) m = 1.2.3,,» 
• ••/' + 1 » ^ ^ ^^ ^ident que le moindre des nombres «^ ß, y • • . « eto« 
(autre ^e I'unite) sera un nombre premier plus grand que p. 

Eb e&etnaot le produi^ en trouve (en posant "^^ ■ ^ ss «j 

X, = (*-— j^)(x— — jr) .... (* -^ j) 

« jp'-.jrar-— ^a?^— (jr— y«)4P^»-(y~y»)r^-(^-2/)4r»~ Ate. 
a= «*— «, r-'-i-ff, ar*— o,ar» — a»**^— tf»/*^ — etc. = O ; 
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et si OD fepreaente, comme nous TaTons äiyik faitf par Mf{g) le nombre 

de fbis que le nonrikre f peut etie form^ par radditkm de / termes diffe* 

rens pr» dans la a&ne 

If 2^ 3, • • • • f , 
OD aura en genmu: 

et en mbtÖtuant «docesdvemeat les yaleim de a^» a«, n^^ etc. dans Tex« 
preBskm {/i*\ on troinrera g^o^ralemeiit la valeur de 7*^ i ^ pv suite oa 
aura le plus petit des egpoiant «f ß^ y» •#•• etc«^ qid sera un nombre 
entier plus grand ^e p. 

Si i'on ftit ^ s= 1^ dans la valeur de X^ tss 0^ on obtiendra (comme 
Euler l'a d^montre): 



et partant: 

jtf^(r)~JM;^(r— 1) + Ä^(r— 2)*.,.+üf,(r)=s±l, ou bien =0, 

seien que r est eu n'est pas de la forme — 2^^ ^" ^^^ ^^'^^ ^^ ^ 

probidme de la partiüon des nombres peut se r^diure assez simplement 
k une suite r^rrente» 

La m^diode que nous venons d'exposer, eonduit neoessairement A 
tr ou ver un nombre premier plus grand qu'une limite donn^; mais wipeat* 
dant eile n'indique pas a priori^ quel est le plus petit des diviseurs »» ß^ 
7^ ete.; et eile n'est pas^ par eons^quent, une formule g^^rale« Car il 
fiaiut nSduire la valeur de T^ en nombres pour eonnaitre quel est le plus 
petit des nombres o, ßt % eto. ; et par suite le nombre premier cheroh^ 
phis graud que p. Cependant^ on peut tromrer une formnle g^n^rale de 
oette esp^^ car si on fait, pour abr^ger^ 1«2»3«««.^4*1 sm, et qu'on 
exprime oa g^^ral par e,^^ la s^rie 

-^(m— 2)- i^,4i-ii+t ( jq::os«=5~" i4.(H1-« Vl+iRP=»/) "" ^'®* 

(que nous arons d^ipk d^monfr^ toe ^gale A a eu i^ z^ro seien que ~ 
est ou n'est pas un nombre entierK n est dair que 

^if *tf ^if • • • • ^jü 



cxprimeroot tont ies diviseurs äe m. Fartant ri ron suppose qtHI e. est 
le plus pefit de eu üyimmf n'j aiinl qjue ice nombm Id qm.Nadra 
poBitfves toutes Ies ^ßS&renow 

car ai 4?^ ii^^tait pas le pltis petit des oombres e^, e^^ e^^ • • • « e^ » dans 
la autte des dlfffrenees pr^aMeutes^ il y aurait au moins une valevr n^ 
gaÜTe* n rßsiilte de lä mjm la fraetioii 

1 ^ ^ 

se r^iura daqs le d^oi&uiatöiir ^ Tuniit^ lorsqiie <? est pluih petit que 
toiis las autres termes <^t». <|^ e(c*| mab qu^elle auni au d^nomiiiateur au 
moins iine valeur inliiiie daua le 4as coQtraire; ea qiit fera ^vanöuir la 
firactioD» Le terme 0*»""^^^ a Ä& introduit pomr ^riter Ies yaleurs de e. ss 1, 
e^aB 0; ear ce terme devieat ibfini dans oes deux eas,^ et iait ^?anouir 
la fraotion. 

Si Ton &it «naiiit^ena^t toutes Ies eombittameiis possibles» on trou- 
Tera la (brmule: 

^ _J\ ■ 

X ^m 

qui iura toujours pQnr valeur Buiti^ri^e ß^ 9 eu snp[>osant que ^^ est lo 
plus petit de« diviseur« de ift (autres que fuoito): .e, sera toujoiirs un 
nombre premier pbs graud que 77* 

l^a formule que iMMis jrenons de trourer pciut toi^ourt jie reduire 
g^nöralemeot en noml^res^ en termes 6ms ; eHe ue couÜtet qm^ tos valeurs 
ie p et des nombres inferieurs ä pi Ies quantiti^ e^^ ^%9 ^sp • • * • ^m.:^ 
sout coonues et i>eu%'eDt s*exprimer eu oombres; &ous Ies avöas iotroduE* 
tes dans tiotre formule pour en abr^ger et simpHGer recriture« 



-i^-i»- 



27. Mo^bius, fiftir Figuren im Btntmt. 3] 7 

Über eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen 

Figuren im Räume. 

(VoB Henm A. F, MöMm, Ttottuot ia Leipiig.) ^ 

Jun dm Torliegenden geometrtMhen UntersuchungOD bin ich zunSehst 
durah einige, bei Bewhlft^ung mit der Stat& eriiaitene, an siob sebr ein« 
fache Resultate veranhdst worden« Idi ftnd nemlieh, dab nm den sw« 
Kräften, auf welohe ein System Ten Kritfiten im Räume immer radueirbar 
]ftt, und weldie fm Allg^mebien nioht in einer und derMlben Ebene liefen, 
die Richtung der einen nach WitIkShr genommen werden Icann, dab fer^ 
ner , wenn die Richtung der einen Kraft durah einen gegebenen Punct 
geht, die Richtimg in einer ndt dem Puncto be s timmten und ihn enthaU 
tenden Eliene hegen muls, und dab nmgekelirt, wenn die eine Richtung 
in einer gegebenen Ebene enthalten ist, die andera eben mit der EI>ene 
g^;ebeoen imd in ihr begriflfenen Punct triflft« Auf dieae Weise entspricht 
also in Beaug auf em System too KrBften jedem Puncto des Raumes 
ebio gewisse Ebene, jeder Ebene ein Puncto und jeder Geraden, als der 
Richtung der einen ron nwei mit dem System gleidiwuffcenden Kräften, 
eine andera Gerade^ als die Richtung der andern Kraft; und es entstehen 
somit awiscben allen Theilen des Raumes duale Yerhältnt§se, die im Allge- 
meinen von derselben Beschaffenbeit sind , als die in neuern Zeiten schon 
dfter bdiandelten DualitätsTorhältnaise der Figuren, nur dab hier die be» 
schränkende Bedingung hnuntkommt^ dab die tfnem Puncto entsprechende 
Ebene durch ihn sdbat gdit, und dab in jeder Ebene der ihr ent« 
sprechende Punot selbst li^. 

Ich habe nun diese Verhältnisse, abgesehen raa ihrem statischen 
Ursprünge, rem geometrisch an behandeb gesucht, und theile, was idi 
gefunden, jetzt mit, in der Hoffnung, dab mehrera aus jener spedellen 
Voraussetzung hervorgehende Beziehungen nicht ohne Interesse sein wer-* 
den« Jnsbesondera durfte die hier gegebene CEonstruction Ton Polyedern, 
die zugleich in und um einander beschrieben sind, so wie das System von 
Linien, deren jede sidi selbst zur entsprcchendmi hat, und welche bei 
dnem System von Kräften die Axen sind, (Sr welche die Momenten- 

CraDft f Joomal 4. M. Bd. X. HIL. 4. 42 
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iumme der Rrifte Null ist, eisige Aufmttksamkcit yerdiei 
habe ich noch den Zusammenhang erörterl, der awis 
titsrerhUltnissen und statischen SStaen obwaltet. 



1. Seien ^r, /, ;e und x\ y', x' die recht- oder sduerwinliligen 
Ooordiaten aweier Puncto P und P", und diese sechs GrfiCsen durch enie 
einsige Gleichung, 

r ^^ 

vbUl einander verbunden* Giebt man alsdann den Coordinaten jr, y^ c 
oder jp^, y, m! bestimnite Werthe, so wiH J^«nO eine Gleichunf swi* 
sehen nur noch drei Unbestimmten x*^ y\ n! oder x^ y^ z. Die beiden 
Funde werden daher dweh die Gletchuiig ia eine solche Abhingigkeit 
Ton einander gjsbracht, dals, wenn der Ort des einen P oder P^ bestimmt 
ist, der andere P^ oder P in einer damit gegd>enen FUche U^. 

2. Werde nun verlangt, dab die Fttcfae^ in welcher P für einen 
bestimmten Ort nm P liegt^ stets eine Ebene sei, wo aiich P angenom- 
men werde. Zu diesem Bnde muls A^ von der Form sein; 

Lx^'\'Jlly+ßfz'+0, 
wo Lf Mf Ifp beliebigo Functionen von x, 7, a ^nd; «od nach der 
Beediaflfenheit dieser Tunctiooen rietet sich die Matur der Flidie, in 
wehAer far einen wiHkuriich gegebenen Ort von P der Tonet P begrif- 
fen ist. Soll daher auch letztere Flache stets eine Ebene sein, so mis- 
MSklj, üf, N, O iineire Functionen von x^ y, a, und daher dieGleiohung 
J^=0 von der Form sein: 

Die Constanten a, i. c, ä, m\ .^.. d''' ab flehen angenonmien, 
entspricht alsdann )edem Puncto P ein Ebene p\ als der g eo m e faisc he 
Oh des Fundes i^ , und jedem P eine Ebene /i, ab der Ort von P. Ist 
femer eine Iineire Gleichung awischen x^^ y\ a', als Gleicbung der Ebene 
p\ g^ben, und setat man die Goeflkienten dieser ffleidiong den Coef- 
fidenten derselben Coordinaten in {J.) proportional , ao erhält man drei 
Kneire Gleichiiogen awischen x, y, a, aus denen sich letztere Coordina- 
ten, und daniii der Ponct P bestimmen lassen. Midiin gehfirt auch um- 
gekehrt jedem Poncte P irgend einer gegebenen Ebene p' einer und der- 
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selbe Punot Pf so wie |edem Puoele P einer Ebene p eber und derselbe 
Ponot P' SU. 

Hiemaeh hat man abo zwei Systeme von Puneten lind Kbenen^ — 
das eine, dessen Coordinaten mit jr, y^ z bexeiehnet worden, nnid welehes 
S heifse, das andere, S^^ aSt den Coordinaten x^^ ^, ^f ^^ vnd diese 
swei Sjrsteme stehen in einer solchen gegenseitigen Besiehnngi daft jedem 
Puncto P und jeder Ebene p des eineo eine Ebene p' und ein Pnnet P^ 
des andern eot^richt« 

Der KSrxe w^en woUen wir die einem Puncto entsprechende Ebene 
die Gegenebene desPondes, und den einer Ebene entsprechenden Punot 
den Gegonpunet der Ebene iionnen* 

3» SSwiscben einem Puncto und seiner G^enebeno, oder einer Ebene 
und ihroni Gegenpuncto findet demnach immer die Beaiehung Statt, daTs 
dio Coordinaten dieses Punctes und die Coordinaten irgend eines Pünetes 
der Ebene der Gleichung (^•) GenSge leisten. Und umgekehrt: Hat man 
awei Punct^ durch deren Coordinaten die Glekdiung erffSIIt wird, so liegt 
jeder Tim ihnen in der Gegenebene des andern. 

Ist folglich P ein Punot in der Gegenebene von JP^, so wird durch 
die Coordinaten ron P und P^ die Gleichung {j4*) erfüllt, und es ut auch 
P' mn Punct in der G^enebene von Ps oder mit andern Worten: Hat 
man eine Ebene p und einen darin liegenden Punct I^ so liegt auch der 
Gegenpunct P' der erstem in der Gegenebene p' des letxtern. 

Liegen daher vier oder mehrere Puncto in einer Ebene, so müs» 
gen die Gregenebenen der Puncto den Gegenpunct der Ebene in sich ent- 
halten, und sich daher in diesem Puncto gemeinschaftlich schaeiden. Und 
umgekehrt : Sirfmeiden sich vier oder mehrere Ki>enen in einem Puncto, 
so li^en die Gegenpuncto der Ebenen in leiner Ebene, nemlich in der Ge^ 
genebene des Punctes. 

Wir sdiliefoen hieraus weiter : Sind mehrere Puncto It, «S, 7*, • ^ • « 
sweien Ehernen /», f gemeinsam, liegen sie also in der I>urdischnfttslinie 
der beiden Ebenen, so ffluls auch die Gegenebene jedes der Puncto so» 
wohl den Gegenpunct P der Ebene /», als den Q^ der Ebene f, mithin 
die Linie JP^p^, enthalten, d. h»^ liegen drei oder mdirere Puncto In einer 
Geraden^ ao schneiden sksh cBe G^enebenen der Puncto ebenfalls in einer 
Geraden. Auf ShnliehoArt wird der umgekehrte Säte bewiesen, dab von 

42« 
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drei oder mehreren sieh in eber Linie «ehn^denden Ebenen die Gegen* 
punote gleiebftUs in einer Gereden enthelten sind« 

So wie ebo jeder Punet seine Gegenebene^ und Jede Ebene ihren 
Gegenpunot bef^ so entspricht eneb jeder gereden Linie eine Gegenlinfe 
dergestalt^ dafii eines jeden in der einen Linie genommenen Punctes Ge» 
gendbene die andere Linie in sich enthttl^ und einer jeden durch die dne 
Linie gelegten Ebene Gegenpunot in der andern sich findet« 

4« Ohne uns mit weiterer Eotwidcelung dieser andern sdion meluv 
fisch behandelten redproken TeriiiQtnisse eufimlialten^ woQeo wir fetzt 
zwischen den beiden Systemen die spedeUe Beziehung annehmen^ dafs 
jeder Punot P' des Systems S^ in seiner dem System S an« 
gehiirigen Gegenebene p selbst enthalten is^ dafii also dieGlei« 
chimg (ji.)^ du sie als Gldchung der Ebene p angesehen werden kann^ 
auch dann noch bestehti wenn man »ss^^ y^^y\ «ss^t^ setzt« Dies 
glebt aber: 

+ (d'+4"0y' + (rf"+0 s' + rf''' = 0; 
und da diese Gteiehung fSr jede bdieblge Annahme . des Punctes f^ oder 
(^>r^9 ^ GiiltigMt haben sdl^ so mnCs seynt 

O'^'»— rf, Ä^'^sss — d', 4^'z=z^d'\ d'''=0. 

Hiermit zieht sich die Gldchung (^#) zusammen in: 

oder wenn wir, mehrerer EinfiEichhdt willen, statt der Goeffidenten V% c, a', 
dp d'p d'* von jetzt an a^ b, c,/ d"» ^ achrdben: 

Da, wie man Idcht wabnummt^ diese Gldchung ungeBndert bldbt^ 
wenn jr, y, z mit x\ y\ z* gegensdtig Terlausdit werden, so li^t nun- 
mehr nicht allein, wie verlangt wurde, jeder Punct F des Systems iS^ 
in seiner dem System S angehorigen Gegenebene /i, scndem auch jeder 
Punct P des letztem Systems in sdner Gegenebene p' des erstem« Aus 
demsdben Gruude erhellet femer, dals von zwd zusammenfallienden 
Puncteo P und P' des duen und andern Systems auch die Gegenebenen 
zusammenfallen, wogegen im Vorigen dem Puncto 0», ^, r), wenn er, ds 
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dem Sjrstem 5' angehtirig betraditet wurde^ eine Gegeuebane rnkma, deren 
Gletehinig 

war^ und demaelbeit Puoot^ als eineiii Ptincte des Systems S, eine Gegen- 
ebene entsprach, deren GleSchung 

Durdi die Gleicbung (B«) sind demnaoh alle Puncte nnd Ebenen 
des Raumes fn eine solcbe gegenseitige Bessiehung geaetit^ dais je ein 
PUnet und eine Ebene zusammengdiSren^ und ersterer in letaterer ent- 
halten ist» Aller Dntersdiied awischen den beiden Systemen 3 und 3' 
ist daher jetit ab günaUdh aufgehoben annisehen« 

5. Niohts desto weniger aber werden die hei der allgemeinen 
Betrachtung in No. 3« gefundenen SStae aueh jetst nooh gSIt^ bleibeu. 
Ist daher p eine Ebene^ und Q irgend ein in ihr liegender Punet, so ist 
auch der Gegenpuuet P' Ton p in der Oegenebene f^ von Q enthalten; 
und da jetast JP^ in p, und Q in f selbst liegt, so liegen P und Q in dem 
gegensdtigen Durohschnitte von p und f% und wir können den Sats auch 
folgendergestalt ausdrucken: 
I. Wenn von swei sich achneidenden Ebenen der Gcgeupunct der 
einen in der Durdiscbnittslinie liegt, so ist darin anch der Gegen-« 
punot der andern begriflR^n} und wenn von swei Puncten die Gegen-^ 
ebene des einen den andern Punct tritt, so enthiflt auch die G^en- 
ebene des andern den erstem Pundt. 
Hieraus folgern wir eben so, wie vorhin, weitar: 
IL Yen mehreren in einer Ebene liegenden Puncten schneiden sich 
die Gegenebenen in einem Puncte, welcher in ersterer Ebene liegt 
und ihr Gegenpunct ist. 
ni« Yen mehrwen sich iii dnem Puncte sdmeidenden Ebenen li^en 
die Gf^enpuncte in einer Ebene, welche ersteren Punct entfiSlt und 
seine Gegenebene ist. 
IV. Alle geraden Linien des Raumes lassen sich paarweise a]s Linien 
und Gegenlinien ansammennehmen, und jedes dieser Ptore besitzt 
der Eigenschaft, dals von allen in der einen Linie genommenen Punc* 
ten die Gegenebenen die andere Linie in sich enthalten , dals also 
jeder Punct der einen Linie die durch ihn und die andere Linie 
gelegte Ebene ru seiner Gegenebene bat, und dafs eben so umge* 
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kehrt der Oegeopunet einer fedeii durcb die eine Linie gelegten 
Ebene der Durofasohnitt der Ebene mit der andern linie ieL 
y* Eine durch zwei Puneto gesogene Gerade hat daher den Dnrdi* 
schnitt der Gegenebenen der Ptenele zur Gegenlinie , und von der 
Durchschnittilinie zweier Ebenen ist die Linie ^ welche die Gegen- 
puncte der Ebenen rerbindeti die Cregenlinie. 

Eine unmittelbare Folgerung aus diesen Eigenschaften der Gegenlinien 

ist noch: 

VI» Von mehreren in einer Ebene liegenden Geraden schneiden sich 
die Gegenlinien in einem Puncto der Ebene, nemlich im Gegenponcte 
der letzteren; und Ton mehreren in einem Puncto naammentreffim- 
den Geraden sind die Gegenlinien in einer durch den Ptanct gebenden 
Ebene, in der G^enebene des Ptanctes, enthalten« 

6» Um uns diese SMtze durch ein Beispiel noch deutlicher zu 
machen 9 wollen wir die Gegenpuncte der drei Coordfaiatenebenen zu be- 
stimmen suchen. 

Die Gleichung zwischen jrS y^^ z' fHr die Ebene der y^ z ist: 
^ =s 0, was auch y* und z^ fm Werthe haben mSgen. Hiecnadi mSssen 
in {B.) die CoeOicieoten von y' und z^, und die Summe der mit or', y\ x! 
nicht behafteten Glieder Null sein; also: 

ex — a% -f-|f = 0, 

/r + rr +^«— 0. 

Multiplicirt man diese drei Gleichungen resp. mit A, — ^> ^ vnd 
addirt sie, so kommt: (a/+^d*+^A)jrs=0, also 

;r SS 0, und diher y S5= , z a» -t , 

Dies sind demnach die drei Coordinaten des Gegenpunctes der Ebene der 
yy z. Wir wollen ihn A nennen; wegen orasO liegt er, wie gehörig, in 
der Ebene selbst« 

Auf gleiche Art ergeben sich die Coordinaten des G^enpunctes 
B der Ebene der z, x: 

und des Gegenpunctes C der Ebene der o:, ^: 

*--i, /«f, «»0, 
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von denenB in der Ebene der js, »^ C ha derBbene derx, y enflialten ist. 
SUtinntliehe drd Pu&ete aber liq^ in der Sbeo^ weleher die Gleidiiiiig 

nkomint. Diese Ebene ist nadi HL die G^enebenis des Pimctes^ in 
wdchem sich die drei Coordinatenebenen schneiden, also des Anfiuigs- 
panctes Jf der Coordinaten. Auch reduevt sieb in der That, fBr or^ = 0, 
y'ssOv^^^O, die deiebong (B.) auf /ac-f^^+AzsO. 

Endlich sind von den Axen der x^ jf z resp. die Linien JS (7, CA^ 
AB die Gegenlinien. 

7» Die wenigen bis jetzt erhaHenen Resultate reichen bin, um 
ein S/stem auf besagte Weise sieh entsprediender Puncte und Ebenen 
ohne weitere Hiiüe 6m Calcub construiren su können. Da nemlicb £e 
Winkel, welcbe^ die Coordinatadcbenen mit einander machen, ^udz will- 
kSrIich sind, so lege hmui durch efaien Fonct M (Taf. V. flg. 3.) nach 
Belieben drei Ebenen a, 0, y, ab Coordinatenebenen. In a und ß nehme 
man willkürlich zwei Puncte A und B, welches die Oegenpuncte dieser 
Ebenen seien. Durch dfe Lage ton A sind die Yerbfiltnisse A:tf, g:ü^ 
und durch B die Verhältnisse h : 6, /; b , also durch beide Puncte die Ver- 
hlltnisse zwisdien /, ^^ A, a, b bestimmt. 

Man lege durch A, B, M eine neue Ebene fi; ne ist die Gegen- 
ebene von Jlf , und entblQt in ihrem Durchschnitte nüt der Ebene y den 
G^enpunct Ton 7. Man nehme daher in diesem Durchschnitte von /ü 
mit y bdiebig einen Punct C, als Gegenpunct ron y. ICt ihm ist noch 
das VerhBltnils gegeben, fai welchem c zu/ oder ^ steht; und da so- 
mit die YerhKltnisse zwischen allen sechs in der GMchung (B.) vorkom- 
menden Constanten bestimmt sind, so muls es möglich sein, auch für 
"jeden andern Punct D seine Gegenebene 9, und üir jede Ebene i ihren 
Gegenpunct D zu bestimmen. 

8. a. Liege der gegebene Punct B, dessen Gegenebene gesucht 
werden soll, zuerst in dem Durdischnitte der Ebenen und y, oder in 
07, wenn wir, der Kärze willen, den Durchschnitt zweier Ebenen durch 
NebeneinandersteUung der die Ebenen bezeichnenden Buchstaben aus- 
drucken. Da von und y die Gegenpuncte resp. B und C sind, so ist 
nach y. TOd der Linie 07 die Gegenlinie BC, und folglich nach IV. ron 
Z) die Gegenebene BCD. Auf gleiche Art ist CAD oder ABD die Ge- 
genebene von D^ wenn Dia ya oder «0 sich befindet. 



324 27. Mo€hiu9^ über Fluren Im Raum^. 

h. Kben so erhellet» daft) ween der Punet JD in eber der drei 
I^oien BC, CA^ AB Viegt^ eeloe Gegenebene dnndi Iba und xeqp# durdi 
ßy> 7^ *3 gelegt werden muft» 

€. Sei jetst der Punot D wHlkSrlfoh genommen« Man legb durch ihn 
und durch die dref Limrn ßC^ CAf AB die Ebenen BCD^ CAD^ ABD^ welche 
die Linien ßy^ ya^ aß resp« in A'^ B\ O schneident so sind diee die 
G^enpuncte jener drei sich in D sehneidenden Ebenen (IV«) » uud (big- 
lieh (III.) A'j B\ C mit B in einer Ebene^ welohe die Gegenebene ron 
Dy und daher die gesuchte i ist» 

Da D selbst in i li^» so hfitten cur Bestimmung ron ^ schon 
zwei der drei Puncto A'^ B% O hiogerdcht. Dafii auch der dritte in i 
mit enthalten ist, führt uns zu einer merkwOrdigen Eigensdiaft unserer 
Figur. Diese besteht^ wenn wir sie etwas aufinerksamer betrachten^ aus 
zwei Tetraedern A'WC'M und ABDJ). Das erstere ist von den ner 
Flachen a» ß^ y» ^ begrenzt und um das andere umschriel>en9 weil o^ß^y^i 
resp. die Punote A^ B, Vy Dj als ihre Gegeopuacte^ enthalten^ Zt^leidi 
aber ist es hi das andere eingeschriebeni weil A\ B\ C% M die Gegso«- 
puuete der FlSehen BCB ^ CAD ^ ABB ^ ABC des andern suid. Bier- 
mit haben wir aliio zwei Tetraeder^ deren jedes in das andere ziiglelch 
um- und eingesdirieben ist^ und wir litfnnen nun die vorhin gedachte 
Eigenschaft folgendergestBlt in Worte fassen: 

Wenn von zwei TetraSdem A'B'C'M und ABCD die vier Ecken 

A\ B', C\ M des einen m den vier Fliehen BCD^ CDA^ DAB^ 

ABC des andern, und drei Edcen^ Af B^ C des and«n m den Flifelien 

B'C'M, C'PLA\ MA'W dea erstem liegen , so liegt auch die vierte 

Ecke D des andern in der vierten Fläche A^ B' C des erstem , und 

das eine TetraSder ist in Bezug anf das andere zugleich um- und 

eingesdirielien. 

d. Die Gegenebene von D kann auch dergestalt gefunden werden, 

dab man durdi D und die Linien ßy^ y«, 0t ß drei Ebenen Dßy^ Bya, 

Baß legt. Schneiden diese die LimenAC^ CA^AB resp. in^^ B'', C'\ 

eo sind dies (IV.) die Grcgenpuncte der 3 Eigenen, und die durch A'\ B'\ 

C", D zu legende Ebene wird (in.) gleich&lls die Gegenebene von D sein« 

Man bemerke indessen, dafs, da die 3 Ebenen «, j3, y den Punct 

M gemeinschaikUch haben, und sich daher die S Ebenen Dßy, JDy«, Daß 

in der Geraden DM schneiden, die Gegenpuncte A'% B'^^ C der letztern 
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Ebenen gleichfalls in einer Geraden, in der Gegenlinie von DM, liegen. 
Durch diese drei Puncte allein wird daher noch nicht die Gegenebene von 
D bestimmt, wohl aber schon durch irgend zwei derselben und den Punct 
D selbst. Da übrigens ein Punct nur eine Gegenebene haben kann, so 
müssen A", B\ C" mit Ä^ B\ C in einer Ebene enthalten sein; und 
da erstere drei Puncte resp. ,in den Linien BC^ CA^ AB liegen, so sind 
sie nichts Anderes, als die Durchschnitte der Seiten des Dreiecks ABC mit 
der Ebene ÄB'C\ woraus wiederum hervorgeht, dafs Ä\ B*\ C" in einer 
Geraden liegen, nemlich in dem gegenseitigen Durchschnitte der Ebenen 
ABC und ÄßC. 

9. Wir gehen jetzt zu der umgekehrten , aber ganz analog zu lö- 
senden Aufgabe fort : Für eine gegebene Ebene 8 den Gegenpunct D 
zu finden. 

a. Wenn die Ebene d durch eine der sechs Linien BC^ CA, AB, 
ßy, ya. aß geführt ist, so liegt ihr Gegenpunct daselbst, wo sie resp. von 
liy, ya, aß, BC, CA, AB geschnitten wird. 

b. Hat die Ebene d irgend eine andere Lage, so schneide sie die 
Linien ßy, ya, aß in den Puncten Ä, B\ C\ Von diesen drei in d lie- 
genden Puncten sind A'BC, B'CA, CAB die Gegenebenen, deren gegen- 
seitiger Durchschnittspunct mithin (IL) ebenfalls in d liegt und der gesuchte 
Gegenpunct D von d ist. 

Da d und die 3 Ebenen ABC, .... sich in D schneiden, so sind 
schon zwei dieser Ebenen nebst d hinreichend, um D zu finden. Auch ge- 
wahrt man leicht, wie diese Construction gleichfalls zu dem obigen Satze 
von den in und um einander beschriebenen Tetraedern hinführt. 

c. Noch ein Verfahren, um für eine beliebige Ebene d den Gegen- 
punct zu finden, besteht im Folgenden. Schneide d die Linien BC, CA, AB 
in den Puncten Ä', B", C\ Man lege durch letztere und durch ßy, ya, 
aß die Ebenen Ä'ßy, B*'ya, Caß, so sind dies die Gegenebenen von Ä', 
B'\ C'\ und schneiden sich daher in einer geraden Linie, weil Ä', 5", C" 
in einer Geraden, in dem Durchschnitte von d mit ABC, liegen. Jede dieser 
beiden Linien ist mithin die Gegenlinie der andern; und da die letztere 
Gerade in der Ebene d liegt, so mufs der Durchschnitt der erstem Geraden 
mit rT der Gegenpunct von d sein. 

10. Dafs und wie zu einem gegebenen TetraSder ein zweites con- 
struirt werden kann, welches in Bezug auf das erste zugleich ein- und 
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umschrieben ist, habe ich bereits in einem kleinen, im III. Bande dieses 
Journals, Seite 273 etc., befindlichen Aufsätze gezei^. Mit Hülfe der eben 
entwiclielten Theorie sieht man aber leicht, wie diese Construclion sich ver- 
allgemeinern Idfst, und wie es möglich ist: 

zu irgend einem gegebenen Polyeder ein anderes zu con- 
struiren, welches eben so viel Ecken und FlAchen^ als 
das erslere Flächen und Ecken, hat, und dessen Ecken in 
den Flächen des erstem liegen, dessen Flächen aber die 
Ecken des erstem in sich enthaljen. 

Sei, um diese Aufgabe zu lösen, S eine Ecke des gegebenen PoIy6- 
ders, a, (3, y, .... seien die in S in der Ordnung, wie sie aufeinander 
folgen, zusammenstofsenden Flächen, so dafs a mit (i, (i mit y, u. s. w. 
eine gemeinsame Kante hat. Man suche von a, /3, y, . . . . die Gegen- 
puncto, welche A, B, C, .... heifsen, und construire damit das Vieleck 
ABC . . . . ; dieses wird eben sein und in seiner Ebene den Punct S mit 
enthalten, da a, ß^ y^ , . , , im Puncto S zusammentreffen. Auf gleiche Art 
construire man um jede andere Ecke des Polygons ein Vieleck. Von den 
Seilen aller dieser Vielecke wird nun jede zweien Vielecken zugleich an- 
gehören; die Seite AB des Vielecks ABC , . . . ^ um S z.B., wird auch 
eine Seite des Vielecks um die Ecke T sein, wenn von der Kante des 
Polyeders, in welcher die Flächen a und ß an einander grenzen, und 
welche S zum einen Endpunct hat, der andere Endpunct T ist. Alle die somit 
erhaltenen Vielecksflächen hängen daher als Flächen eines neuen Polyeders 
zusammen, und dieses zweite Polyeder ist rflcksichtlich des erstem zugleich 

ein - und umschrieben zu nennen : eingeschrieben, weil seine Ecken A, B, 

in den Flächen a, ß^ .... des erstem liegen; umschrieben, weil seine 
Flächen ABC . . . . , etc. den Ecken S, etc. des erstem begegnen. 

Ueberhaupt, sieht man, findet zwischen beiden Polyedern eine solche 
gegenseitige Beziehung Statt, dafs die Ecken, Kanten und Flächen des 
einen die Gegenpuncte, Gegenlinien und Gegenebenen der Flächen, Kan- 
ten und Ecken des andern sind. Einem Tetraeder entspricht in dieser Be- 
ziehung wiederum ein Tetraeder, einem Hexaeder ein Octaeder, einem 
Dodekaeder ein Ikosaöder, und umgekehrt, einem Octaeder ein Hexae- 
der u. s. w. 

11. Zur weitern Verfolgung unserer aber reciproke Verhältnisse an- 
gestellten Untersuchungen wollen wir jetzt von einer mit der Ebene der y^ « 
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paralleleo £bene den Gegenpnnct su bestimmen suchen. Die Gleichung einer 
solchen Elbene zwischen den Coordinaten x', y^ z' ist : x' ^ einer constanten 
Lange l, welches auch die Werthe von y' und z' sein mögen. Die Coef- 
ficienten von y' und z' in (B.) mässen daher Null sein; also 

und aufserdem 

l{bz — cy+f)—fx—gy—hz = 0. 
Aus diesen drei Gleichungen lassen sich die Coordinaten des gesuchten Gegen- 
punctes bestimmen; es sind dies also die Gleichungen dreier Ebenen, welche 
sich in dem Gegenpuncte schneiden. Da nur die dritte Gleichung den Ab- 
stand / der gegebenen Ebene von der Ebene der y, z enthält, so gehören 
die zwei ersten Gleichungen auch dem Gegenpuncte jeder andern mit der 
Ebene der y, z parallelen Ebene an. Die Gegenpuncte aller mit der Ebene 
der y. z parallelen Ebenen liegen daher in einer geraden Linie, deren Glei- 
chungen 

cx — az+g = und ay—bx+h = 
sind. Auf gleiche Art sind die Gegenpuncte aller mit der Ebene der ä, x 
parallelen Ebenen in einer Geraden enthalten, deren Gleichungen 

ay — 6a?4-Ä = und bz — cy+f=0 
sind. Letztere Gerade läuft aber mit der vorigen parallel, da jede von beiden 
parallel mit der durch den Anfangspunct der Coordinaten gelegten Geraden 
ist, welcher die Gleichungen 

cx — az = 0, ay — bx = 0, also auch bz — cy = 0, 
oder, was dasselbe ist, die Proportionen 

x:y :z = a:b:c 
zukommen. Da nun die Annahme der Coordinaten ganz der Willkähr über- 
lassen ist, so schliessen wir: 

Vn. Die Gegenpuncte von drei oder mehreren einander parallelen Ebenen 
liegen in einer geraden Linie, und die geraden Linien, in welchen die 
Gegenpuncte von zwei und also auch mehreren Systemen paralleler 
Ebenen liegen, sind sämmtlich einander parallel. 

So mufs z. B. die Gerade, welche die Gegenpuncte der mit der Ebene 
der x^ y parallelen Ebene verbindet, mit ersteren Parallellinien ebenfalls 
parallel sein, was auch eine der vorigen ähnliche Rechnung sogleich zu er- 
kennen giebt. Die Gleichungen dieser Geraden sind nemlich 

bz — cy+f^O und ex— M+jf = 0. 

43* 
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Die allen diesen Parallellinien zukommende Richtung ist demnach bei 
jedem System von Ebenen und Puncten, die man in die gegenwärtige Be- 
ziehung zu einander gesetzt hat, einzig in ihrer Art. Wir wollen sie des- 
halb die Hauptrichtung des Systems nennen. Sie ist in der Gleichung {B.) 
durch die Verhältnisse zwischen den Coefficienten a, b, c gegeben, Coef- 
iicienten, die, wenn das Coordinatensyslem ein rechtwinkliges ist, den Co- 
sinussen der Winkel der Hauptrichtung mit den Axen der x, y, z pro- 
portional sind. 

12. Nehmen wir mit dieser Hauptrichtung die Axe der z parallel 
an, so werden a und 6 = 0, und die Gleichung (B.) erhält die einFachere 
Gestalt : 

{f-'cy)x' + {g+cx)y+h!&'—fx-'gy—hz = 0. 
Die Gleichungen für die Gerade, welche durch die Gegenpuncte der mit der 
Ebene x, y parallelen Ebenen geht, werden damit 

f'-cy = und g + cx = 0. 
Nehmen wir daher noch diese mit der Axe der z jetzt parallele Gerade zur 
Axe der z selbst, so werden nächst a und b auch noch f und ^==0, und 
die Gleichung (B.) gewinnt damit folgende einfachst mögliche Form: 

(C.) xy'-yx' = k{z'-z), 

wo k statt des vorigen gesetzt worden. 

Für eine mit der Ebene x, y parallele Ebene, deren Gleichung z'=ny 
hat man hiernach xy'—yx' = k(n — z)^ und folglich x = 0^ >* = 0, a = w, 
d. h. der Gegenpunct der Ebene ist, wie gehörig, ihr Durchschnitt mit der 
Axe der z. Ist aber die Ebene, deren Gegenpunct bestimmt werden soll, 
parallel mit der Ebene der y, a, und daher x' = 1 ihre Gleichung, so wird: 
xy'—ly = k{z'—z)^ oder was dasselbe ist: 

^y'-A3' = /_Ä^ also - = 0, - = 0, /-Ä- = 0, 

r r r r x r 

d. h. y und z müssen unendlich grofs sein und sich wie k zu l verhalten. 
Der Gegenpunct der Ebene liegt mithin in ihr unendlich entfernt nach einer 
durch das Yerhältnifs k : l bestimmten Richtung. — Ist die gegebene Ebene 
die Ebene Aer y, z selbst, also /=:0, so hat man blofs y unendlich grofs 
zu nehmen, und der Gegenpunct liegt folglich in unendlicher Entfernung nach 
der Richtung der Axe der y. Letzteres fliefst übrigens auch schon daraus, 
dafs in der Axe der y, in welcher sich die Ebenen Aev y^ z und der o;^ y 
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schneiden^ der Gegenpunct der letztern Ebene, der Anfangspunct der Coor- 
dinaten, liegt. Denn nach I. muss dann in derselben Axe auch der Gegen- 
punct der erstem Ebene enthalten sein. — Auf gleiche Art findet sich der 
Gegenpunct der Ebene der z^ x unendlich entfernt in der Axe der x. 

Da nun bei dem jetzigen Coordinatensystem die Axe der z allein eine 
bestimmte Richtung hat, die Richtungen der beiden andern Axen aber beliebige 
sein können, so folgern wir: 

YIII. Jede mit der Hauptrichlung parallele Ebene hat einen unendlich 
entfernten Gegenpunct; und, umgekehrt, ist die Gegenebene eines un- 
endlich entfernten Punctes mit der Hauptrichtung parallel. 

Denn nimmt man x^ y^ z, unendlich grofs und in gegebenen Verhält- 
nissen a:b:c stehend an, so wird die Gleichung (C.) : ay'—bx' + kc = 0^ und 
gehört somit einer der Axe der z parallelen Ebene an. 

Ziehen wir eine Ebene noch in Betracht, welche parallel mit der Axe 
der X ist, und daher die Gleichung z' = ay'+b hat. Diesen Werth von z 
in (C.) substiluirl, erhalten wir 

xy'-yx' = &(a/+6-a), 

und hieraus x = ak, y = 0, a = 6, als Coordinaten des Gegenpunctes der 
Ebene. Weil >' = 0, so liegt dieser Punct immer in der Ebene z, x, wie 
auch die mit der Axe der x parallele Ebene gelegt sein mag. Wegen der 
Unbestimmtheit der Axe der x ziehen wir hieraus den Schlufs: 

IX. Von zwei oder mehreren mit einer und derselben Geraden parallelen 
Ebenen liegen die Gegenpuncte in einer und derselben mit dieser Geraden 
und mit der Hauptrichtung des Systems parallelen Ebene. 

13. Die jetzt durch Analysis gewonnenen Sätze VH., VHI. und IX. 
lassen sich aus den frfiheren Sätzen I IV. , auch durch einfache geome- 
trische Betrachtungen ableiten. 

a. Da nach III. von mehreren Ebenen, welche sich in einem Puncte 
schneiden, die Gegenpuncte mit dem Durchschnittspuncte in einer Ebene 
liegen, von welcher letzterer Punct der Gegenpunct ist, und da mehrere sich 
in Parallelen schneidende Ebenen auch als solche angesehen werden können, 
die sich in einem unendlich entfernten Puncte schneiden, so müssen die 
Gegenpuncte mehrerer sich in Parallelen schneidenden Ebenen in einer mit 
den parallelen Durchschnittslinien ebenfalls parallelen Ebene enthalten sein^ 
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deren Gegenpunct unendlich entfernt nach der durch die Parallelen bestimnoiten 
Richtung zu liegt. 

h. Da ferner von Ebenen, welche sich in einer und derselben Ge- 
raden schneiden, die Gegenpuncte ebenfalls in einer Geraden liegen (IV.), 
so müssen auch dann iioch, wenn erstere Gerade unendlich entfernt liegt, 
und damit die Ebenen einander parallel werden, die Gegenpuncte derselben 
in einer Geraden liegen. 

c. Man denke sich jetzt zwei Systeme von Ebenen; die Ebenen 
jedes dieser Systeme seien unter sich, aber nicht mit denen des andern 
parallel. Die Gerade, in welcher die Gegenpuncte des einen Systems liegen, 
heifse a, die Gerade für die Gegenpuncte des andern Systems, 6. Da nun 
auch je zwei dem einen und andern System angehörige Ebenen sich in 
Parallellinien schneiden, so müssen nach (a.) die Gegenpuncte sämmtlicher 
Ebenen, also auch die beiden Geraden a und b^ in einer Ebene liegen, und 
folglich sich schneiden, oder einander parallel sein. Schnitten sich aber a 
und h in einem Puncto A, so wäre dies der gemeinschaftliche Gegenpunct 
zweier Ebenen des einen und andern Systems. Mithin wären auch diese 
zwei sich schneidende Ebenen die Gegenebenen eines und desselben Punctes 
A. welches nicht möglich ist. Es sind daher a und b mit einander parallel, 
und mit ihnen folglich auch jede andere Gerade, welche die Gegenpuncte 
irgend eines dritten Systems paralleler Ebenen enthält. Wir nannten die ge- 
meinschaftliche Richtung dieser Parallellinien die Hauptrichtung des Systems. 

d. Umgekehrt: Von zwei Puncten A und B, welche in einer 
Parallele mit der Hauptrichtung liegen, sind die Gegenebenen a und ß einander 
parallel. Denn wären sie es nicht, so lege man durch B eine Ebene ß' 
parallel mit n. Der Gegenpunct von /i' müfste dann derjenige sein, in wel- 
chem ß* von einer durch A mit der Hauptrichtung gelegten Parallele getroiTen 
wird, folglich B selbst. Mithin hätte B zwei verschiedene Gegenebenen, ß 
und ß\ welches nicht möglich ist. 

e. Jede mit der Hauptrichtung parallele Ebene y hat eineii un- 
endlich entfernten Gegenpunct. Denn seien A und B zwei Puncto in y, 
welche in einer mit der Hauptrichtung parallelen Geraden liegen. Die Ge- 
genebenen CA und ß von A und B sind folglich mit einander parallel und 
es sind daher auch die Linien a und b, in denen / von a und ß geschnit- 
ten wird, zwei Parallellinien. Nach I. mufft nun der Gegenpunct von y 
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sowohl in a als in 6^ und daher in unendlicher Entfernung nach einer 
durch diese Parallelen bestimmten Richtung liegen. 

Man kann hierbei noch bemerken, dafs alle Ebenen Oberhaupt, deren 
Gegenpuncte in einer mit der Hauptrichtung parallelen Ebene /liegen^ diese 
Ebene in Parallellinien schneiden; denn jede dieser Ebenen mufs durch den 
unendlich entfernt liegenden Gegenpunct y gehen. 

f. Ist die Richtung gegeben, nach welcher ein unendlich entfernter 
Punct liegt, und soll die Gegenebene desselben gefunden werden., so lege 
man drei Ebenen a, ß, y parallel mit dieser Richtung, bestimme die Gegen- 
puncte Ay By C derselben, und es wird ABC die verlangte Gegenebene 
sein. — Nimmt man, wie es dabei möglich ist, a und ß mit einander 
parallel, so wird AB mit der Hauptrichtung parallel, und es ist daher ABC 
eine mit der Hauptrichtung parallele Ebene. So wie also jede mit der Haupt- 
richtung parallele Ebene einen unendlich entfernten Gegenpunct hat, so ist 
auch umgekehrt die Gegenebene eines unendlich entfernten Punctes der 
Hauptrichtung parallel. 

Wir fügen noch hinzu: 
X. Von einem nach der Hauptrichtung zu unendlich entfernt liegenden 
Puncto U ist die Gegenebene gleichfalls unendlich entfernt, hat aber 
keine bestimmte Lage und, umgekehrt, liegt von jeder unendlich ent- 
fernten Ebene u der Gegenpunct unendlich entfernt nach der Haupt- 
richtung. 

Der erste Theil dieses Satzes erhellet daraus., dafs, wenn a irgend 
eine mit der Hauptrichtung nicht parallele Ebene, und A ihr Gegenpunct ist.» 
die Linie AU sich als parallel mit der Hauptrichtung betrachten Idfst., und 
folglich die durch U parallel mit a gelegte Ebene die Gegenebene von n ist. 
Um sich von dem umgekehrten Satze zu flberzeugen, bemerke man., dafs., 
wenn a eine mit u parallele, nicht unendlich entfernte Ebene., und A ihr 
Gegenpunct ist, der Gegenpunct der Ebene u ihr Durchschnitt mit einer 
durch A der Hauptrichtung parallel gezogenen Geraden sein mufs. 

14. Da die Hauptrichtung einzig in ihrer Art ist, und daher in 
Bezug auf dieselbe in der Lage der Ebenen und ihrer Gegenpuncte eine 
gewisse Symmetrie herrschen dürfte, die symmetrischen Eigenschaften einer 
Figur aber sich am bequemsten durch Anwendung eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems 'entwickeln lassen, so wollen wir jetzt irgend eine die Haupt- 
richtung rechtwinklig trelFende Ebene zur Ebene der x^ y nehmen, und 
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xur Axe der 9, wie vorhin^ diejenige Parallele mit der Haaptrichtiuig 
wahh^n, welche die £bene der x^ y in ihrem Gegenpuncte trifft. Die 
(Yieichiini; zwischen den Coordinaten x', y\ z' für die Ebene p, welche den 
Piincl (x« Yy s) oder P zum Gegenpuncte hat^ ist alsdann die bereits in 
No. 12. erhaltene Gleichung (C). 

Liege nun der Punct P zuvörderst in der Ebene der jt. y selbst, sei 
»Iso z^ "~ (K und daher die Gleichung für p': 

xy'—yx' = kz'. 
Sit» wird, wie gehörig, erfüllt für x' = Xy y' = y, «' = 0, und für x' = 0, 
>*' - (K z - 0. d. h. die Ebene p' geht durch ihren Gegenpunct P and durch 
den Anfungspunct M der Coordinaten, letzteres darum, weil P in der Ebene 
d(T j\ y liegt, und diese den Punct M zum Gegenpuncte hat. (Vergl. I.) 
Dil also von jedem in der Ebene der x, y enthaltenen Puncte P die Gegen- 
ebene durch die ihn mit M verbindende Linie MP zu legen ist. so braucht 
ni»M zur völligen Bestimmung dieser Gegenebene nur noch den Winkel zu 
kennen, den sie mit der Ebene der x, y bildet. 

Man setze deshalb x = rcos(p, y = rsiny, x' = rcos(f\ y' = r'cosy', 
wo also r den Absland des Punktes P von M^ (f' den Winkel von MP mit 
der Axe der jr, und r\ if! dasselbe für die Projection irgend eines Punc- 
U's der Ebene p' auf die Ebene x, y bezeichnen. Die Gleichmur wird 
hiermil : 

rr'sin'y' — v"! = kz\ folglich -.- = , . ^. ^• 

iNnn ist r'sin,^:'— 9:) nichts Aüderes, als das Perpendikel, welches 
IM der Ebene der jt, y, von der Projection {x^y) eines Punctes ^x'.y, 5" 
der Ebene p auf die Linie UP oder den Durchschnitt von p mit der 

Kliem» der x^ \ gefällt wird, und daher . . ^ . ;r = der Tanffenle des 

NVinkeU. welchen // mit der Ebene der x, y macht. Diese Tangente ist 

iilier. voriger Gleichung zufolge. = -r-, und somit der noch zu wissen nöthige 
NMnkel \\K\^\\i\ einfach bestimmt. 

Neunen wir demnach die jetzige Ajec der «. oder die Gerade, welche 
dureh die (tegen|Hincte der die Haaptrichtong rechtwinklig treffenden Ehenen 
sich lotfen l^fssl. die Hanptlinie des Systems, und erwägen, dafs^ 
iede darauf normale Ebene zur Ebene der x. y genommen werden kaui. 
!(o kiMuien wir das erhaltene Resultat folffesdenrestalt in Worte fassn: 
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XL Die Gegenebene eines Punotes enthält das Perpendikel , welches 
\0D dem FuDcte auf die Ilaupflinie geföUt wird^ und macht mit der 
llauptlinie einen Winkel, dessen Cotangente diesem Perpendikel pro« 
portional ist- 

Von allen Puncten, welche gleichweit von der Hauptlinie entfernt 
sind 9 also in der Flache eines um die Hauptlinie als Axe beschriebenen 
Cylinders liegen, machen daher die Gegenebenen mit der Hauptlinie gleiche 
Vinkei iiach einerlei Seite« Von Puncten in ungleichen Entfernungen 
von der Hauptliiiie macht die Gegenebene des nähern den gröfsem Win« 
kel, und ^Tahrend die Entfernung von Null bis in das Unendliche wuchst^ 
nimmt der Winkel von einem Rechten bis auf Null ab. TergK YIII. 

Der Satz XL lehrt zunächst ^ wie^ mit Hülfe der Haupthnie, eines 
gegebenen Functes Gegenebene bestimmt werden kann. Soll umgekehrt 
einer gegebenen Ebene p Gegenpunct gefunden werden^ so lege man durch 
den Durchschnittspunct der p mit der Hauptlinie eine auf letzterer perpen« 
diculare Ebene. In der Durchschnittslinie dieser Ebene mit p wird als- 
dann der Gegenpunct von p liegen^ und darin von der Hauptlinie in einem 
Abstände sein, welcher der Cotangente des Winkels von p mit der Haupt-- 
linie proportional ist« 

15« Es ist noch übrig, die zwischen Linien und ihren Gegenlinien 
obwaltenden dualen Terbiiltnisse etwas niiher zu betrachten« In No. 5. 
TL haben wir gesehen , dais von mehreren In einer Ebene enthaltenen 
Linien die Gegenlinien sich gemeinschaftlich in dem Gegenpuncte der Ebene 
scbneidon« Seien jetzt a,b,Cf..^, mehrere Linien , welche einer und 
derselben Ebene nur parallel sind. Man lege parallel mit dieser Ebene 
durch ajbyCy . . . . die Ebenen «> ßf 7^ • • • ^ ^^^ Mion Ay B, C, . . . . die 
Gegenpuncte derselben. Da mm die Gegenlinien von a, b^c, . . . ^ resp. 
durch JjByCy .. . . gehen (IV«)^ und A^ B, C, . . . , in einer mit der Haupt« 
richtung parallelen Geraden liegen (YIL)» so schlieisen wir: 
XIL Sind mehrere Linien einer und derselben Ebene parallel^ so wer- 
den ihre Gegenlinien von einer und derselben Geraden getroffen. 
Diese Gerade ist parallel mit der Hauptrichtung, und triWt die Ebene 
in ihrem Gegenpuncte. 

Ist a' die Gegenlinie von Oy und legt man durch a und durch einen 
unendlich entfernten Punct A der a' eine Ebene, also eine Ebene parallel 

Crclle» if'uriial d. .M. Im!. X. lUL 4. 44 
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mit a'y 50 i»t diese die Gogonebcne von ^ (IV,), und mit der Hauptrioli- 
lung parallel (VIIK); folglich; 

XIIL Jede mit einer Linie und ihrer Ge^onlinio zugleich parallele 
Ebene ist auch mit der Hautrichtitug parallel, 

XIV. Von jeder mit der Uauptrichtnng parallelen Geraden ist die Ge- 
genlinie unendlich entfernt* 

Denn jede durch dne solche Gerade gelegte Ebene hat einou un* 
endlich entfernten Gegenpunct (YIIL)« 

16» Eine besondere Aufmerksamki^it verdienen diejenigen Linien^ 
mit denen ihre Gegenlinien identisch sind« Zu einer gegobonen Liuie a 
wird nach V# die Gegenlinie gefunden^ wenn man von zwei durch a ge« 
legten Ebenen a und ß die Gegeupunctc A und B bestimmt; die Gerade 
AD ist alsdann die gesuchte Gegenlinie. Gesetzt nun, dals der G^'gon«- 
punct A der einen von beiden Ebenen, et, in a selbst liegt, so liegt nach 
L auch der Gegenpunct B von ß, — so wie der Gegenpunct joder an- 
dern durch a zu legenden Ebene, — in a. Mithin ilillt daun die Linie, 
a mit ihrer Gegenlinie selbst zusammen« 

Heilse eine solche mit ihrer Gogenliuie zuRammenlallenäe Linie 
eine Doppellinie. Ton ihr können wir vermöge L, IL und IIL so- 
gleich folgende Sätzo aufstellen: 

XV. Von einer jeden durch eine Doppellinie gelegten Ebene liegt der 
Gegenpunct in der Doppellinie^ und eine Doppellinie ist in der Ge* 
genebene eines jeden in ihr lieg^iden Pun<tfes enthalten» 

XVL Jede in einer Ebene durch ihren Gegenpunct gezogene Gerade, 
und jede durch einen Punct gelegte und zugleich in der Gegenebene 
des Punctes enthaltene Gerade ist eine Doppellinie. 

Xyn. Liegen zwei Doppellinien in einer Ebene, so ist ihr gegensei« 
tigcr Durchschnitt, der auch unendlich entfernt sein kann, der Gegen- 
punct der Ebene. 

Denn dieser Gegenpunct mids nach XV., sowohl in der eben, als 

in der andern Doppellinie Uegen. Es folgt hieraus weiter: 

XVIII. Alle in einer Ebene liegenden DoppelUnien schneiden sich in 

einem Puncto, und umgekehrt sind alle durch einen Punct gehenden 

Doppellinien in einer Ebene enthalten, 

indem sonst wegen XVIL dieser eine Punct mehr als eine Gegenebeno hatte. 



• / 



/ . .W u rli u V ^ l'i hiT P'£u rcn im Hautnc. 33 5 



i i . Das Sy8H?)ii der Dopr)eIlinieii erliiilt hiema^^li clen ganson Raum« 
I»e;*n in ir^^em Pnucle flf^s Rai?mes HchneidcD ?ich unzähli;;e Doppel iinion, 
iVie af>or insgesammt in oiticr Ebeae liege», uuil :a joJcr Ebene gieht w 
vp.iiihWife LoT>np1!iuien, die aber alle iu einem Punote zusammcntrefien. 

Ist eine Linie durch ihre Gleichungen gegeben, imd verlangt man 
zu wisses}, ob sie zu dem System der Doppellinieu gebort , so nntersnohe 
man, ob die Coordinaten zweier ihrer Puncto • fiir jr, j, z nnd x\ y', z' 
in der Gteicluing (C) substieuirt, der Gleichung Genöge leisten« Denn 
(x', j', Ä^) ist in dieser Gleichung ein Punct der Ebene, welche (37,^,5) 
zum Gegenpimcte hat, die Linie aber, Tielche zwei solche Puncto verbin-* 
det, i:st eine Doppelliuio (XYL). Seien daher 

(«•> f + f ^=1* <^') i + 7-=i 

die zwei Gleichungen einer Geraden« Ein in ihr liegender Punct ist (a, &, 0). 
Setzt man demnach in (C) ;r's= a, j^r= /r, a;'s=0, so kommt 

(c.) ay — bx:=zkz^ 
als Gleichung der Gegenebeue des Punctes (a, by 0) ; und in dfeser Ebene 
muls die Linie liegen, wenn sie eine doppelte sein soll. Die Gleicbunv; (c.) 
und eine der beiden (a.) und {b.) sind daher die zwei allgemeinen Glei« 
chungen dner Doppeliinie. Auch kann man die Gleichung 

welche durch Elimination von .r, y^ z aus (ar.)> (^•)> (^O hervorgeht, als 
die Bedingung aufstellen, unter welcher die durch (a.) und (fi.) ausge- 
druckte Linie eine Doppellinie ist« 

Nimmt man in (C) die zwei Puncto (jp, y, «) und (.r', y\ z^ ein- 
ander unendlich nahe an, setüzt also x'zs^x^dXf u«8. w«, so geht {C.) 

über in: 

(/>•) xdy — ydx^=^kdz. 

Dies ist also die allgemeine Di£Perentiaigleichung einer Doppeliinie. 
Und in der That kommt man auch, wenn man (a.) oder (Zr.), und (c.) 
difierentiirt, und hierauf die willkürlichen Constanten a^ b, c eliminirt, auf 
diese Differentialgleichung zurück. 

18« Sei a eine Linie, welche eine von ihr verschiedene Linie o 
zur Gegeidinle hat, und -^% --^^^ zwei in c, a' I)elieb5g genommene Puncto, 
HO ist von A die Gegenebf^j/o Ja^ (IV), unJ ''aber AA^ eine Doppeli/üit* 
rWL). (I. h. 
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XIX. JedOi eine ebbdie Linie nod ihre Gegenlieie zugleich schnei« 
elende Gerade int eine DoppelUnier 

Ist ferner / eine DoppeUinie und a eine einlache Linte^ wdehe von 
/ geschnitten wird^ so ist ron de» Ebene /a^ ab emer durch / gehenden^ 
der Gegenpunct in / enthalten (XY.). 2Sagleich aber mob der Gegen« 
punct der Ebene /Oy ab einer durch a gelegten^ in det Oegenlinie von a 
liegen (IV.); folglich mu£i / diese Gegenlfaiie schneiden; d. h. 

XX. Eine DoppeDinie^ welche eine einfiEuAe Linie schneidet^ trifil auch 
die Gegenlinie der einfachen* 

Aus diesem Satze ^ in Verbindung mit dem vorhergehaideD^ lalsf 
sich eiu merkwürdiger dritter ableiten* Sind nemlidi a^ b zwei anfaohe 
Linien^ a^, b' ilure Gegenlinien ^ und / eine Gwade^ weldie ff> b^ u' zu*- 
gleich schneidet I so nt / wegen der Begegnong mit a and a' eine 0op- 
poIHniei und ab solche muis sie^ weil sie b triflO^ auch V sdineiden; also: 
XXI« Hat man zwei Linien und ihre Gegenlinien^ so wird jede Gerade, 
welche dreien dieser vier Linien begegnet , auch die vierte treOeu. 
Vier solche Linien können daher immer ab eben so viel verschie- 
dene Lagen einer ein hjperbolisches Hyperboloid erzeugenden Gera« 
den angesehen werden. 



Zusammenhang zwischen den bis fetzt erläuterten reeipro- 
ken Verhältnissen und zwischen Sfitzen der Statik. 

19. Seien, wie in Nr. 7., «b 0, 7 (Fig. 3.) drei sich in iH schnei- 
dende Ebenen, Ay B zwei beliebige Puncto in «, 0, und G ein beliebiger 
Punct in dem Durchschnitte der Ebenen y und MjiB^ Nach den Rich- 
tungen aß und AB lasse man zwei Kräfte wirken, die man mit [ctß] und 
[AB] bezeichne. Die Kraft [ecß] zerlege man nach den Richtungen MA 
und 0(y in zwei andere, [MA] und [ay],. welches immer müglich ist, da 
letztere Richtungen und ccß in einer Ebene liegen und sich in einem Puncto 
M schneiden. Übrigens mag unter der Kraft [MA] audi eine negative 
oder eine nach AM gerichtete verstanden werden können, und Gleiches 
gelte auch von den uimgen auf dieselbe \Veise bezeichneten Krülten. 

Hiermit sind nun die anilinglichea zwei Kräfte [aß] und [AB] in 
drei verwanddt: [ay], [MA]^ T^^J* Von diesen haben die beiden letz« 
teu eine durch A gehende und in der Ebene MAB enthaltene Resultante. 
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Weiche aber voa allen durch J g^enden und in MAB liegenden Linien 
die Richtung dieser Resultante isti b&ngt von dem YerhältnlCi zwischen den 
Intensitiften der anfUnglichen aswei KrSfte [xß] und [JB] ab. Wfar wol- 
len daher dieses Terhfiltnifii so bestimmt annehmen , dafs AC selbst die 
Richtung der Resultante ist; imd somit haben wir die anfanglichen KrSfte 
faß] und [AB] auf [«y] und [AC] redudrt^ weldies uns folgende zwei 
Satze giebt: 

a) Hat man zwe: Kräfte^ deren Richtungen aß^ AB nidit in einer Ebene 
liegen, imd eine Richtung «7, welche mit der dnen aß der beiden 
erstem in einer Ebene a liegt, vnA daher mit aß einen Punct M ge- 
mein hat, so ist es immer mOglifA, die zwei Kräfte in zwei mit ihnen 
gleichwirkende zu verwandeln , Ton denen die eine die Richtung «7 
i;at# Die Riditung der andern geht alsdann durch den Punct ^, in 
welchem die Ebene a von der Richtung AB getroffen wird, und ist 
in der durch M und AB ku legenden Ebene oathalten» 

b) Sind von den Ebenen a, |3, y die Gegenpuncte A, B, C, und daher 
AB von aß, und AC von ay die Gegenlinie, so nt es immer mog« 
lieh, nach den Richtungen aß und AB zwei in solchem VerhÜltnifii 
zu einander stehende Kr&fte wirken zu lassen, dab sie in zwei an«* 
dere nach den Richtungen ccy und AC verwandelt werden können. 

Haben nun die Kr&fte [a ß] und [AB] dui solches YerhSItnUs zu einander, 
so läCst sich femer zeigen, dals überhaupt, 

c) wenn von irgend zwei n^t IhnM gleichwirkenden Kräften R und R^ 
die eine in einer gegebenen Ebene ^ liegt, . die andere den Gegenpunct 
der Ebene trifft* 

Denn seien C und B^ zwei beliebige Puncte in aß und a y» Nadi 
a) lassen sich mm [aß] und [AB] in zwei andere KrSfte Q und Q' ver« 
wandeln, von denen, wenn, wie wir annehmen wollen, die eine Q die 
Richtung CE^ bat und daher aß in C^ schneidet, die andere (y m der 
Ebene CAB, also in der Gegenebene von & liegt. W^ aber [aß] und 
[-^jBJ gleich wkend mit [xy] und [AC] sind, und ay von CJ5' inB' ge- 
schnitten wird, so ist Q^ aus gleichrm Grunde In der Ebene B^AC oder 
der Gep[onebeoe von B' enibaiten« Di*>i Kraft Q^ hat daher zu ihrer Rich- 
tung den Durchschnitt der Ebenen CAB nnd B'AC^ d« i» die Gegenliirfe 
dr^r Linie Q'B' oder der Richtung von Q0 






J^ l//'#^ ^ <*{'/ M^*^J ^'/ >n ^ »^»i/J >^'^ muA irerde 'iüher /£ r«ß der Rkb- 
^ii#^t( ^ '^^' '^ V ffit9*iii^n* AWi ^;/ i^riii abdü&a öie Biefalfto^ von /i?. 
iti$¥^h ^U^i Vu$iH f in %i«Mi^Tn rflc^ Eii#tM» ^^ welclie H n&d C^ geamo- 
Mli'/If!i^(» i'MlIiMi, i/>fi /^^ ;{#^iiiittiM %rird» ^VeH uher C/ d^ Gegenllnie 
VOM '^ }»^ i^' t'^t ilhm#9r l^iifi'^ il«;r 0<f{r'eri|iunct dw Ebene J^^ wie su er- 
«V* (i^'ii %viir. Wir /kjii^fi filier (ium tioisli «ii^ Fol;;'Yijti{;: 
//) VoiiKwi«iK»liri/<ii/< lind /f^, welche mit [aß] und [^L'J, oder mhP 
iMirf /^ ^i'f h'^/^^l liMfl \^ll\ von Jotzt an tieilieii mögen ^ gleichmr- 
\\v\\\\ Nf«>»i koIImhi kfinii dio Iticliding der einen im AllgemtiDea nach 
\1illliillir ({itnomniiin wi^rdmi. 
if) Vuii iImii llirliliiii|{^|j KwobT niU r und /^ glelehw irkenden KrSße 
H \\\\\\ If* hl «11« «*tnn illi) («i^genlinie der undern. 
hiniii niMii If^n ilnrtili Jt xw(4 Kbeiicn <( und r^ deren Gegenpunotc 
/l iniil K Hi«ltiiii MO nullit nnth c) diu Kraft ff^ Howoht durch D als durch 
ff imhriii J^fi Ih uIu*!* di«^ (»rgoulinio Ton Um Eben so erhellet^ 
/^ il«r untfM«kHhrt| M««hn o' «llo (vt^<»eulin!e von ii ist» sich iumi<^r 2s^oi 
imi^U «t uuil *i' )}iH*M>M«) KrIiOo luigcben lassen^ welche mit i^ und P' 
uh^loUti \Vtl*Uuu|( hMikoiu 
f^'\ Hs\ \y\n i^uMMit w^iui (*( hl ein^r gejrebenen Ebene liegt ^ /^ den 
llf^)lon|iuuv( dhviw Ivlnnin iriitV^ «o Im auch ungekehrfi weunft durch 
««huni ^"^'jt^l'iMimi INuiot i> g^t» i^ In der Gf^nebcno des P^mctes 
%'uthaU\^4, 

IKvMii ^1« /C" dfe <}^);«u)kifa^ \ im /t ist) so ist die durch D und R' 

|^^^^^ Kb\'U« flh^ ^SO|tMelkM<» \tMI i>» 

UvV Ams %Immnni SAaim erbsttot mai asr Geniigo der innige Zu- 
MMMM^>hImm&\ wifkM^>r «x^sh'Ih^ dini im Vwjjiceo behandelUHi duales gQi>- 
ui»trM#si VstMihibMiiM Mi4 ^Jn^^w $Ma rfcwmwilagv^n suiBcbesi Sitan 
l^t (fe^iJlM% Am«4 lK\;r\Hft man Wkkl» wie usiiy4i^hrt> a» den Eiewee- 
IM ^^r HnM%ik fMM^ f^ jLtf v^nniM f Such e Thwri^ ahfeliüst 

^miHn- % wy^ »ti^ iM^^'r «^W »iMri^ iftaMi y.^ gk hfcc^ K-^aütf ang^ftem 
vv\^ x^v'X^o s*i( ^^ «NG^ j*"" |:i»rK^wM^<«i rMil. C* ^eM$^nc^ &;cn«r jft2kKi 




27. ßtoebias^ übe» Figuren im naume. 339 

Puucle eiue gewisse ihn entbaUende Ebene ^ und jeder Ebene ein in ihr 
liegender Punet^ so dafii^ wenn von zwei mit P und P^ gl^chwirkonden 
Kräften die eine den Punot trifft ^ die andere in der Ebene enthalten ist, 
und umgekehrt. 

Mit diesen rein statisch erweisbaren Sätzen sind die Begriffe von 
Gegenlinie^ Gegenebene und Gegenpunot fes^estellt, und hieraus lassen sieb^ 
wiewir bereits in Nr« 13«| 15«^ 16. und 18. gesehen baben^ die übrigen 
Eigenschaften dieser dualen Yerhaltuisse ohne ZuhSlfenahme eine« neuen 
Princips herleiten« -— Im Folgenden sollen noch einige besonders merk- 
wiirdige Beziehungen zwischen beiderlei Yerhfiltnisseni den geometrischen 
und den statischen , naher erörtert werden« 

21. DaCs von den Richtungen der zwei Kräfte R, R\ welche mit 
P, P^ gleich wirkend seinsollenj die eine nach Willkiibr genommen werden 
kanni gilt nur im Allgemeinen« Ausgenommen sind davon zuerst alle mit 
der Hauptrichtung parallelen Richtungen^ indem^ wenn R damit parallel 
uure^ die Kraft R^ unendlich entfernt (XI V.), und daher nicht construir« 
bar sein würde« 

Um die statische Bedeutung der Hauptrichtung auszumittelu^ erwSge 
maoj dals nach XIIL die beiden Ebenen ^ von denen die eine mit P und 
P'^ die andere mit R und R' parallel ist^ — folglich auch der gemein« 
sciinftliche Durchschnitt der beiden Ebenen^ — mit der Hauptrichtung paraU 
lel sind. >yerden daher die vier Kräfte Py P'^ R^ R' parallel mit ihren 
Richtungen an einen und denselben Punct getragen ^ so wird der Durch« 
schnitt der Ebenen PP' und RR^ gloich&Ils mit der Hauptrichtung para!« 
lel sein« Alsdann aber ist^ einem bekannten Satze der Statik zu Folge, die 
Resultante von P und P' einerlei mit der Resultante von R und R*^ und 
hat mitl)io den Durchschnitt der Ebenen PP* und TT zu ihrer Richtung« 
Die Hauptrichtung ist daher in statischer Hinsicht diejenigOi mit weldier 
parallel die Resultante der Kräfte P und P* oder zweier ihnen gleichwir« 
kender Iliuft^ nachdem diese Kriifte parallel mit ihren Richtungen an einen 
und denselben Punct getragen worden« 

Hieraus fliefst noch auf eine andere Weise cUe Unmöglichkeit^ R 
mit der Hauptrichtung parallel tax nehmen« Denn hatte R diese Richtung, 
so würdtm R und R\ an einen und denselben Punct getragen, in dieselbe 
mit der Haiiptrichtung parallele Gerade falleu, und miilsten daher in ihrer 
ursprünglichen Lage entweder auf eine ein^gc^ Kraft reducirbar^ oder ein- 
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auder gleich^ parallel und entgegengesetzt^ ä. u ein Krüftepaar im engem 
Sinne ^ sein* Keines Ton Beidem aber bt möglich ^ ireil P und P' nicht 
in einer Ebene liegen sollen^ 

22. Ton den Richtungen ^ weiche zwei mit P^ P^ gleichwirkende 
Kräfte erhalten k^nen^ sind zweitens noch dfe Doppellinien ausgenom« 
men , oder diejenigen Linien , welche P und P^ oder irgend zwei andere 
Kräfte R und R\ worauf P und P* reducirt worden ^ zugleich schneiden 
(X!X.)« D^MU sind S und S^ zwei mit P und P^y also auch mit R und 
R\ gleichwirkende Kräfte, so sind Rp R^ und — S auf eine einzige Kraft 
er iS' reducirbar. Dieses ist aber offenbar nicht möglich, sobald R und R\ 
welche nicht in einer Ebene liegen, von S zugleich geschnitten werden« 

Die Doppellinien haben aber eine andere merkwürdige statische Ei« 
genschnft, welche darin besteht^ dals m Bezug auf jede dieser Linien, als 
A^e, die Summe der Momente ron P und P =0 ist» Denn ist s eine 
Doppellinie ) r eine sie solmeidende einfache Linie ^ und r^ die Gegenlinie 
der letztem^ so wird nach XX« auch r^ von s getroffen; nach 19. / aber 
lassen sich P und P' in zwei nach r und r^ gerichtete Kräfte R und R^ 
verwandeln. Da also die Richtungen der R und R^ von s zugleich ge* 
troffen werden ^ so ist für s als Axe das Moment von /il sowohl, als von 
n^ = 0, also auch die Summe dieser Momente == 0, folglich auch die Summe 
der Momente der damit gleich wirkenden Krüfte P und P^^O* 

Unter allen in einer Ebene liegenden Asien ist daher für diejeni« 
gen, weldie den Gegenpunct der Ebene treffen, und unter allen durch 
einen Funct gehenden Axen (ur diejenigen, welche zugleich in der Ge- 
genebene des Punctes liegen, die Summe der Momente = (XTIIf.). 
Für jede andere durch den Punct gelegte Axe ist, wie ich hier nur hU 
storisch erwähne, die Momentensumme dem Sinus des AVinkels propor- 
tional, welchen dieAxe mit der Gegenebene des Punctes macht; am grofs^ 
ten also für diejenige Axe, welche auf der Gegenebene normal steht. Die 
kleinste unter allen grölsten Momentensummen kommt aber derjenigen 
A^e zu, welche mit der Hauptliuie des Systems (14.) zusammenf;illt« Man 
vergliche deshalb das am Ende von Poinsot's Statik beCndliche 51 e- 
moire sur la compositlon des momens et des aires. 

23« Werden zwei nicht in einer Ebene enthaltene Kräfte P, P* paral- 
lel mit ihren Richtimgen an einen Punct verlegt und dann zu einer Kraf« 
7" vereinigt, so entsteht durch diese Verlegung eine Kraft epaar C\ — l^ 
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welches io YerbinduDg mit T dieselbe Wirkung ^ als P und P'j hervor- 
bringt* Legt man nun in der E>ene von U, — U durch den Punct Z>, 
in welchem die Ebene von T ges^nitten wird, eine beliebig« Gerade^ so 
wird diese die Kräfte Ty U, — 17 immer zugleich treffen. Io Bezug auf 
eine solche Gerade ist daher die Summe der Momente von /*, U^ — l/^ 
=rO| mithin auch die Momentensimme von P und P^sO^ folglich die 
Gerade eine Doppellinie (22.) und ^er Punct D der Gegenpunct der Ebene 
von Uf — 17. Wie also auch die Kräfte Py P' in eine einfache Kraft 
und ein Paar verwandelt werdeo nögen, so triff); erstere die Ebene des 
Paares stets in ihrem Gegenpuncte. Auch ist die Richtung der erstem. 
Kraft immer der Hauptrichtung panllel^ da^ wenn T, U^ — 17 an einen 
Punct getragen werden , U und — 7 sich gegenseitig aufheben und nw 
T ab Resultante übrig bleibt. Yer^. Nr. 21. 

Ein KrSftepaar kann man^ dme seme Wirkung zu &i^m^ nicht 
nur in seiner Ebene beliebig verlegm^ sondern auch in jede andere damit 
parallele Ebene bringen. Y erlegt nan daher das Paar 27, — U aus seiner 
aniünglichen Ebene in eine damit larallele^ so mujb auch letaatere Ebene 
von T in ihrem Gegenpuncte gesdinitten werden ^ Jn Übereinstimmung 
mit dem Satze (VII.) , daCi die Gegenpuncte paralleler Ebenen in einer 
mit der Hauptrichtung parallelen Geraden liegen« 

24. Ich miilste den Leser zi ermüden furchten^ wollte ich n.och 
von allen iibrigen im ersten Theile dieser Abhandlung enthali«^oen Sutzen 
die entsprechenden statisdien Theoreme in Betracht zidbea* Ich begnüge 
mich daher^ auf den XXI. Satz noch aufmerksam xn machen, welcher, 
statisch ausgedrückt also lautet: Sind zwei Kräfte s^eichwirkend mit zwei 
andern, oder — was hier auf dasselbe hinausko><^iA^ — ' 

Sind vier Kräfte mit einander im Glrf^g®^**» W *^ H^ ^^ 
rade, weldie den Richtungep dreier detp^^^^ begegnet, auch die Rieb- 
tung der vierten. 

Dies £61gt auch hoclist einfach ««» ^« Theorie der Momente« Denn 
in Bezug auf eine Axe, welch<» ^^® Richtungen von drei Kräften trifft, 
ist das Moment jeder dieser vrafte = 0. Da nun die 4 Kräfte im Gleich- 
gewicht sein sollen, und Mithin die Summe ihrer Momente für jede Axe 
null sein mufsp so tp^ ^^ Bezug auf jene Axe auch das Moment der 
vierten null sein.^ Dieses i^t aber nicht andern möglich, als wenn jene 
Axe die Richti^^g 4^^ vierten ebenfalls schneidet. 

Crelle'i Jo»«iua d. M. Bd. X. Hft. 4t 45 
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Rapport sur deux memoirss de Mr. J. Liouville, 

ayant poor itre: 

Memoires sur la d^terminatiou des int^f*ales dont la raleur est alg^riqtie# 

Commissaires M. M. Lacroix, Nwier et Poisson, rapporteur. 
(Suivi d'une note de M. LiouvilU ar Fobjet des deox memoires.) 



I.je8 formules diflRSrentienes dont on tonnait^ som forme finioi les in^ 
grales ind^finies, se r^duisent aux fradons rationnellesy A un petit nombre 
de formules que Ton rend rationnelles par des transformations tres simplm 
et & quelques autres que Ton ramem d des diff^rentielles iot^grables ä 
la maniere des monomes^ par le pron^e connu de Tinti^gration par par** 
tie. Ces integrales ont ^t^ donn^es par Leibnitz et les BemautU^ des 
Torigine du calcul integral. Leurs sutnesseurs se sont ensuite beaucoup 
ooeup^ des formules qui se pr^sentenl apres oelles lä, dans lordre appa* 
rmit de simplicite et particulierement les formules qui comprennent Taro 
d'ellipsei auxquelles Legendre a donne le nom de fonctions elliptiques^ et 
d'une autre sorte d'expressions connue sous la d^nomination de differen» 
tielles liinomes^ que Ton ne seit integrer que dans des cas tres partiou- 
liers* Des efforts nombreux et vari& n'ayant oonduit a d<^oouvrir aucune 
nouvelle int^g^e ind^nie^ il y a lim de croire que les integrales dont 
on s'est tant occ^pe, n'existent pas sous forme finie« Toutes fois^ noos 
ne connoissons enco«e aucune formule dÜFerentielle pour laquelle on ait 
demontr^ rimpossibilite ^ gon integrale exaote; et^ cependanti ce genre 
de propositions negatires ^^erait le compiement des methodes du oakml 
integral^ car^ ce qu'on petti demander, o'est d'obtenir les integrales, 
quand elles existent, ou de sVsurer rigoureusement qu'elies n'existent 
pas. La memo remarque s'appliqu^^ux equations differaitielles : le nom- 
bre de Celle que l'on seit integrer so^ forme finie> sans le secours des 
integrales defidies, est extremraoient limit^ ^^ neanmoins, il n'y a^ aucune 
equation differentielle dont on seit certain qü^ g^n integrale est imposribleu 
Mais, ce qui peut partttre siogulier, on est plüt^nvance h cet ^ard, par 
rapport aux equations aux di£Perences partielles, q«Kiqu'elles soient d'ane 
nature plus eievee que les simples equations differenci^iea. Laptaee m 
donne pour integrer les equations aux differences partiellbi, lineawes 6t 
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du 2' ordre, iine m^thode dpnt li earaot^e pertioaKer est de fiure oon« 
mdtre rint^grale g^n^rale^ toutes es fois qu'dle existe soos forme finie, 
Ott de prouver qu'elle n'existe paS|06 qui a lieu plus souvent. 

Dans les deux m^moires qie AL LümviUe a envoy^ & Taoadd« 
nue, Q s'est propos^ de d^tetwiner ies oas oa les difiB^eutieUes alg^riques 
admettent ou n'admettent pas des iit^grales algebriques et de trouFer oes 
integrales, quand elles existent, par in proo^d^ direet et uniforme. Mais, 
lorsqu'nne formule donn^e n'admettri päs une integrale algt^brique, il n'eo 
firadra pas oondure que son int^gnle seit impossible sous forme finie, 
oar, inddpendamment des expressiois algebriques, entieres ou fraotion» 
naires, rationnelles ou irrationndles, cette forme comprend enoore les ex« 
ponentielles et les logarithmes, et cinsequemment , les fonotions trigono« 
m^triques et les aros de cerde qie Ton sait transformer en exponen« 
tielles et en logarithmes imaginaires« Cest de oette.maniSre, par exem» 
ple, que les fractions rationnelles sont tonjours int^gräbles sous forme 
finie, tandis que leurs integrales ne lont algebriques que quand leurs de- 
nominateurs ne renferment que des facteurs multiples« En se bomant 
a ocmsiderer les integrales algebriques des forraules differentiellds dont il 
s'est ooeupe, M» lAouvÜle n'a done pss rcsolu oompletemen^ le probl^me 
de la possibilite ou de l'impossibilite sbsolue de leur integi«tion sous forme 
finie ; mais ses redierches, dans une matiere diffioile et V^portante^ nous pa« 
raissent dignes de l'attention des geometres et nous al^^ ®n rendre compte, 
autant qu'il sera possible de le' faire saas le seoours'^M notations algebriques« 

L'auteor suppose, d'abord, oe qui es^toujours possible, qu'ön a 
«ransforme la difierentielle algebrique en u-^ ^^^t^^ ou tous les exposans 
de la variable sont entiers et positiis; »' appelle ensuite irrationnelle de 
premiere espece^ tonte fonction algeHT*® ^^ laquelle les radieaux ptMP- 
tent sur des fonotions rationndle'^f *^ »omme de memo irrationnelle de 
seconde espece^ toufe fonotion "^'g^^^W^® ^^^^ laquelle les radieaux p<nv 
tent sur des quantites ratio-^^^"'* O" •"'^ ^^ irrationnelles de premiere 
espece et eins! de suite ti'«ö*«w fai* voir aisement que la forme la plus^ 
generale d'une irrat^^*^^ ^^ premiere espSce, est la somme d'un nombre 
<;(taelconque de t^^mes, dont diaeun est une fonction entidre divisee par le 
pröduit d'un^ semblable fonction et d'un radical portant sur une troisicme 
fonction <?ntidre, et il determine, de m^.me, la forme la plus generale de 
cbaqiie espeoe dirrationnelles* Gela etant, il oonsiddre s^arem^nt cba- 

. 46* 
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que terme d une diflerentielle expriiiK^c par ime irrationneUe de premiere 
espece; puls il d^montre que 80o iul^rale algebrique^ si eile existe^ ne 
peut reDfermer d'aufres radioaux^ quecelui qui est conteou dans le terme 
dont il s'agit« En efiet, en ^galant k diffi^rentielle de eette iot^grale^ ä 
Ia diSereDtielle doon^i on aura une 3quation^ au moyeu de laquelle an 
pourra ^limioer de i'int^grale un dei radicaux di£PiSrens de eelui qui 86 
troure daua Ia difiiSrentidle ; en diffi^entiant de noureau rmt^grale^ iqprea 
eette premiere Elimination^ et ^galant le rdiultat u Ia diffSrentielle donn^ 
on.obtient une nouvelle ^uation aumoyen de laqudle on peut Eliminer 
de Tint^grale un seoond radieal; et ansi de suite^ juaqu'ii ce qu'on mi ait 
&it disparaitre tous les radicaux difforens de edui que renferme le terme 
differentid que Ton conridere. Cda fait, on trouve ais^ment^ qu'abstrao« 
tion faite de Ia constante arbitraire^ l'inti^grale de ehaque terme d'une 
irrationnelle de premiere espece^ ne peut etre qu'un poljmome divis^ par 
le produit d'un autre poIynome et du radieal eontenu dans le terme donn^ ; 
en «orte que Ia question est r^uHe i d^terminer oes deux poljmomes ou 
& prouver qu'ils n'exbtent pas. L'aateur^ apr^ avoir donnE Ia d&non- 
stration q^e nous venons d'indiquer, fait voir qu'dle s'^tend aux irration- 
nelles des oi^res supä-ieurs au premier^ et qu'on peut toujours d^terminer 
Ia forme Ia plu«. g^n^rale de leurs kt^gralesi' si elles existent algebrique- 
ment. On peut ^oter qu'une s^e d'^iiminations» pareille ä Ia pr^o^ 
dente^ swrirait aussi ) f^ disparaitre les exponentielles et les fonetions 
trigonometriques, s'il en existait dans l'integrale dune diff^rentielle alg^ 
brique; d'ou il r^ulte, qni^eea transcendantes ne sauraieot entrw dans 
l'integrale d'une semblabie dim^entielle; mais le memo raäKrtmement ne 
s'applique point aux logaritbmes^ ^ qüx arcs de eerde isc4^^ qui disparais- 
sent d'eux mßmes par Ia diffi^ntiatiui • et, en effet, les int^raies eonnues 
de Ia plupart des diff^rratielles alg^bn^^i^ renferment des logarithmes 
ou des aros de cercle isol^, oest-a-dire^ multipli^ ou di?is6i par des 
quantit^ oonstantes. 

H« LkmviUe ajant done r^dutt Tint^ratioft^ gous forme alg^briqiie, 
de diaque terme d'une irrationndle de premiere eqp^e, u Ia d&ermina* 
tion de deux poljnomes de d^r^ inconnus, il s'est ei^ouite oooupe de 
eette determination« 

Dans^un prämier eas, 3 demontre que ees polynomes n'existeiit 
pas; ensorte que l'integrale de Ia diflB^ntielle donn^ qui oompn^nA. par 
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teempMPy les fonotiom elliptiques äB la troisidme espSce^ est impoisible 
MOS forme alg^riqiie. Dans un seoond oas^ les deux polynoines s^ r^ 
doiseiit ik ud seul; et Taiiteur montre que oe poljuome unique doit sitis- 
fure k une ^quation difß^rentielle doon^e^ lin^ire et du premier orlre^ 
d'ou i| r^ulte qu'il est toujours factte de le determiner ou de s'asBurer 
qu'U ifexiste pas^ non plus que l'int^rale alg^rique de la formule pvo- 
pos^ Ce seeond cas comprend les fonotions elliptiques de la premiere «t 
de la seoonde esp^ce; et il eut ^^ ik d^rer que M» LiouvUle les evA ofaci» 
Sias pour exemples de rapplioation de sa m^thode^ oe qui Taurait, sans doute, 
oooduit & prouver rimpossibilit^ de oes fonotions sous fbrmes algebriques« 

L'auteur s'appereevra aussi ais^ment que les d^monstrations rdati- 
Tos ii oes deux premiers oas, pourraient etre un peu simplifi^> sans s'^car^ 
ter des principcs qu'il a suirau Avant de passer au oas gdnäral^ l'au^ 
teur oonsidere enoore un eas partioulier dans lequel sont eomprises les 
diffii^rentieiles binomes. Venant enfin au oas g^n^ral^ dont l'auteur a bien 
fiedt de ne s'ooouper qu'apres avoir consider^ speoialement les oas qui m^ 
ritaient une attention partiouliere^ il montre que l'int^grale alg^brique d^ 
pend^ oomme dans le seoond oas^ de la d^termination d'un polynome 
d'apres une ^quation differentieUe, lin^ire et du premier ordre: probleme 
quil est toujours faoile de r^udroj ou dont on peut ais^ment reeomudtre 
rimpossibilit^« 

Teile est Tanalyse du premier m^mre de M» lAauviUe^ enroj6 a 
I'aoadiSmie le 7. X^'^ dernier et dans lequel il annonoait dejd rextension 
qu'il donnerait a ses reoherohes dans un meinoire subs^quent. L'aoad^ 
mie a re^^ en efiet^ un seoond m^oire de l'auteur sur le meme suje^ 
dans une de ses demieres s^ees et nous a ^alement ohargds de lui en 
rendre compte« 

Ce seoond m^mre est dim^ en deux parties: dans la prenuere^ 
Tauteur se propose de r^udre oe probtöme: Etant donnäe une ^fUQtipn 
diff^rentielle, Unfaire et ttun ordre quelconfue^ dont les coe^cients eont 
des fonctions entiereSf däterminer les integrales jparticuUeres de cette 
äguation^ ^ui peuvent itre exprimdes par des fonctions rationnelleSf en^ 
tieres ou fractionnaires ^ ou ^assurer yue Nfuation donnäe n'admet pas 
d^intägrale de cette forme. Cette ^piestion ne pr^senterait auonne diffi- 
oult^f si rint^grale demand^ devait 6tre une fonotion entfere; mab die 
devient beaueoup moins &oil% quand il s'agit d'uoe fonotion 
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dont les deux termes peuvent ^tte des polynomes de degrda iBbcH mu^ 
M. JAouviUe en doone la Solution dans le eas d'une ^uation diSISrentielle 
du premier ordre; il la r^out encore dans le eas du seoond ordre; ce 
qui exige alors une discussion minutieuse des diverses ciroonstanoes qni 
nevTent se presenter* Cette discussion s'^endrait et se compliquerdlt en» 
oore davantage dans le oas du 3""* et deviendrait^ peut-etre^ impratioable 
p0ur les c^quations difFcreutielles des ordres sup^eurs* Aussi, Tautear 
sest*il bornd u considcrer les ^quations ditferentielles du premier et dn 
leoond ordre et s'6st«il contente d'ajouter que la m^hode qu'ü a sui?i 
conviendrait ^galement aux aiitres ^quations; oe que nous crojons^ en 
efFet^ quant aux principes de cette m^thode et sauf la complication crois« 
sante des calculs qui peut tenir^ au reste^ a la nature mome de la question« 

Dans la seccmde partie de son nouveau m^moirei M« LiouviUe oon« 
sidere une difförentielle rationnelle par rapport & la variaUe ind^pendante^ 
et u une fonction implicite de cette variable ^ donn^ par une ^quation 
algebrique d'un d^gr<S quelconque dont les ooef&cients sont des fonetions 
rationnelles de cette meme variable« II demontre^ par les consid^rationa 
dcja exposoes au commencetnent de oe rapport^ que son int^rale algebri- 
que^ si eile existe^ ne peut contenir d'autres irrationnelles que les pms- 
sances de la fonction implicite d'un d^gr^ infdrieur d celui de l'^quation 
donnee. II resfe donc seulement a determiner les coefBciens de oes dB* 
verses puissances qui peuvent ctre des fonetions fractionnaires de h varia- 
ble independante. L'auteur fiut voir que ces inconnues doivent saüsbve 
u un nombre ^fd d'equations difTorentielleSi lindaires et du prender otän^ 
que Ion peut reduire par 1 Elimination de toutcs les inconnues^ moins nnei 
a une ^quation Unfaire de Tordre marqud pär leur nombre et dont toos les 
coelficieots sont des fonetions rationnelles et eutieres. Ce r^ultat s'^t^id ^* 
lement aux integrales algebriques des formules difit^ntielles exj^jm^ par 
des irrationnelles de preroicre esp^ ou d'une espcce quelconque rdative» 
ment A la variable ind^pendante^ et ä une ou phisieurs fonetions impli- 
citeS} et 9 de cette maniere^ rintdgration sous forme algebrique des diffiS» 
nntielles alg^briquea considerees sous le point de vue le plus g^^ral^ ae 
trouve ramen<$e A la solutkm du probidme dont Tauteur s'est occup^ d& 
la prranicre par^ de son aecond memoire* Si donc on regarde ce pro» 
blt^me comme r^sohi^ lee m^odes de Bf. Ltouvitte appKquees ä une A£- 
ferentidlle algebrique prcposee, conduiront toujours d son integrale alg^ 
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brique au li la cons^quenoe eertaine que la di£P^ntiellc propos<^ n'est 
pas susoeptible d'une pareiUe integrale. 

Noufl pensoos que lea deux m&noires de ce jeune g^metre^ dejA 
oonnu par d'autres travaux^ m^ritent TapprobatioD de l'aoad^mie ; et aous 
proposons d'arreter qu'iis teront imprimda dans le recudl des saians 
^traiigen. 

Sigu^ & la minute: Navier^ Lacroix et Poisson, rapporteur. 
L'acad^mie adopte lea oondusions de oe rapport« 

Gertifi^ oonforme: 

Le s^cr^tairc perpdtuel 

pour le» sciencei matbematiqaei 

F. Arogo. 



Note sur la determination des integrales dont la valeur 

est algebrique. 

;(Par Mr. Joseph UouviUe a Paris.) 



JLes memoires que j'ai pri^sent^s -a rAcadiSmie des Sciences de Paris le 
7» Decembre 1832 et le 4. Fc^vrier 183«) ont poiur objot de r^oudre le 
proMeme suivant: Etant donn^e une fonction quelconque alg4brique de 
Xf explicite ou implicite^ savoir y^ trouver une mSthode exacte (fui per- 
mette de decider si eile a ou rCa pas pour integrale une fonction ex- 
plicite ou implicite al ff ^ brique ^ et qui conduise en outre ä la valeur de 
fydx^ toutes les fois que cette quantit6 est exprimable^alffebriquement. 
Le rapport de M« Poisson fournit une id^e gc^neraie de la m^thode que f ai 
sirivie dans mes deux memoires* Mais j'ai pens^ qu'il pouvait etre bon 
d'7 joindre cette courte note dans laquelle je traiterai quelques^ unes des 
questions' dont je me suis occup^« Toutefob il ne iaut pas voip dans le 
pr^ent ^crit un simple extrait des memoires dont j'ai fait mention tout 
ä l'heure. D^sirant au oontraire ^viter un double emploi^ je me suis 
attach^ a präsenter ici ma th^rie d'une maniere nou volle ^ sinon dans 
soD ensemble, au moins dansses d^tails^ et fy ai mSme fait plusieurs 
additions qui me semblont utiles» J'entre en maliSre. 
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n. 

Soit Y une fonction algebrique, explioite ou imp^tei de la m* 
riable ind^pendante x. On peut toujours regarder y oomme la radne 
d'und ^uation alg^brique de la' forme : 

L^ .. .M^ N designant des fonctions rationnelles de x^ et il est ^gale- 
meot permis de supposer T^quatioD (1.) irr^uotible^ o'est-i^-dire teile 
qve y ne puisse etre raduoe d'auoune autre ^quation ratioiinelle de d^re 
Dioindre« Cela pos^^ on veut obtenir IjDtegrale fydx toutes les fois que 
cette integrale est exprimable algebriquement. Or Abel a d^montr^ dans 
le jounial de M« Crelle (tome IV.^ page 264) im tbeorSme g^ndral sur la 
forme dont tint4grale d'une fonction algibrique (fuelconque donnie est 
susceptible, en supposant cette integrale exprimable par des fonctions 
alffebrifues, logarithmiques et elliptigues. Si Ton restremt oe tb^oreme 
au cas particufier dont il s'agit id^ on verra qu'il peut s'^noncer de la 
manicre suivante: 

Th(^oreme« Si Vintegrale fydx est exprimable algebriquement^ 
sa vnleur est ^gale ä une certaine fonction rationnelle de x et de y, en 
Sorte que Von pourra poser: 

\dx = ^^^^' 

^(j>py y)> ^ {p^f y) ^tant des polynomes entiers par rapport ä x et y. 

Mais les dem quantit^s ;y* et o: etaot li<5es entr'elles par l'^uation 
(1.), il resulte des prinoipcs de TAlgebre: 

V. Qu'Q existe mi faoteur rationnel 4^{x^ y)j entier par rapport 

a y et tel que le produit 

(P^x,y) v//(a?,y), 

se rcduise a une simple fonction rationnelle de Xy d'ou il suit que la 
yaleur de fydxy savoir 

_ Fix,y) F(x,y^) \p(or,y) 



h 



fy 



q>{x,y) q>{x,y) VC^^r)* 



peut toujours etre mise sous une forme entiere par rapport a y^ et quil 
est permis de poser en oons^quence 

*> ß) Y9 ^9 " * * ^tant des fonctions rationnelles de x. 

2"". Que la Taleur de fydx ayant 6t6 ^crite ainsi sous forme en- 
tiere^ on peut en ^limmeri au mojen de T^quation (U\ toutes les puissanoes 
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de y dont llndice «rt sup^eur ä fi^^if de mamdre qu'il reste ain^le« 
ment une ^gAM de la fonne: 

2. fydxzs::m^ßy+yy^+iy^+ ....^Xy^. 
Ainsi Ton a oe beaa tb^ordme: 

Tb^ordmeb Si tint^grah /ydx est f^prhnable algibrifuemtntf 
sa paleur sera de la forme 

2. fydx^^^ßy^^y^^iy^+....^hy^\ 
^> ß> Yf ^f • • * • ^ dtant dee fonctions rationnellee de x^ et ft dielgnant 
le degr4 de V4quotion irr^ductible (L) dont y eet la racine. 

m. 

Piusque r^quation (!•) est irrMuetiblei si Ton d^igoe par F^ O, .m» U 
des fonctions rationnelles de x^ on ne pourra avoir 

F+ öy + • • • • + ^y^** = 0, 
A iT^ins qu'on n*dt identi^aement FssO, O^s^O, •«.. H = Os sans oela 
eo eßet^ y serait racioe d'iuie ^quation de degr^ fi — 1^ oe qui est contre 
rhTpotbeso» En partant de ee priDdpe^ on determine ais^ment les coef« 
ficients rationneb (h ßs Ys ^$ ^ • • • h^ ^^ ^^ moins on reussit ik prouver 
qu'Us n'existrat past 

Difförendant en eSet T^quatlon (2.)^ nous obtiendrons; 

L'^quation {h) diffiSreniniSe fournit d'autre part: 

dz y^d^^''^'^y^^d7 

La valeur de ^ ^tant une fonotion rationnelle de dp et y peiit £tre mhe 

(comme on Ta vu pour celle de /ydx) sous une forme enti^re par rap« 
port u y : effectueaB ensuite le produit 

(ß+2yy+3^/.+ .... + (f*-i)^r~05ji 

et obassez en^ au moyen de T^quation (h), toutes les puissanoes de y 
doot riudioe est ^gal ou sup^rietur u /i: par lu rous donnerez u oe pro- 
duit la forme: 

^ + Byi^Cy^+Df+....+Ey''^\ 

J Sf Cf Df •.•• E ^tant des fonctions rationnelles de x, 0^ y^ j^ • • . . \ 

Cftlk*! ioumü d. M* Bd X. Uft. 4* 46 
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lineaires par rapport aiix iDConnues ßf y^ if . ••• hy et damt lesqueUes x 
B'ntfs pas« 

D'apres cela l'^cpiatioii (3*) peiit etre ecrite aioai: 



da ,dß 
dx'*'dx 

+ A+B 

— 1 






,di 

'"^da^ 


et Ton en oondut: 













da 
dx 



iß 



+^=<^ ^+B-i=o, 



If« 



dx 



£1 

dx 



=^a 



Ges equations sont en nombre /et ^al h eeliu des iiiGonnues; et cellea- 
d doiTent aroir des valeurs rationndles^ toutes ka Um que //^^ est luie 
qiiantite alg^brique# Tout re?ieiit denc a r^soudre eette quesdon: Etant 
donne un Systeme de fx, eifuations Unäuires iu premier ordre^ ä coejfi^ 
cienu rationneUy contenant fi inconnuesy trouver lee intSgrales particu^ 
Ueres exprimite pur des fonctions rutionnelles de Xy fui satisfont ä ees 
e^uationsy ^ou prouver yu'il rfexiste pas de teJles integrales. Cette ques» 
fioo uoe fois r&ohie^ fl est dair que le probleme ^ono^ en tete de la 
pr^ente nete, n'ofirira plus aueune difliculte. £n eSet, ou Ton obtiendra 
pour »y ßy Yf if •••» ^ des yaleurs rationnelles oonrenables^ et on aura 

0u Ton d^OKHrtrera que ees Taleurs rationnelles n^extstent pas, d'oü Ion 
eonehn« qoe Ilnt^grale fydx n'est pas exprimable sous finme al^ 
bfique« Cette question importante de rint^;ratioB des ^uations lineares 
en qnantit^ rattonneHes^ est r^si^hie dans mön second memoire ^ mais fl 
me serak imposable de d^rdc^pper id la m^ode dont j'd iait usage« 
Sailement f en donnerai plus bas un exemple tres simple« 

IV. 

U est B^eessaire de d^moiitrer que nos ^quations ne rentrent pas 
les unes chins les autres, e'est-a*dire que d par exemple Tod ^limine ß^ 
% hn • • • • 7xy r^quation finale en ck, obtenue par oette ^wnination, ne sera 
lamais idoitique. £n effet d une pareille drconstmioe pourait se pr^sm- 
ter^ le nombre des eqiiations deviendrdt inf&Mur d edni des inoonnoesy 
«t notre metfaode se trouverdt en d^feut« Mais on peut prourer que cela 
na ^mais lieu« La demonstration dont il s'agit^ n'ajant point ete insere 
daus mon memoire, je crois devoir la transcrire vol. 
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Je vois dabord que cbaoune do dos ^uations contient une seule 

des diffi^reBtielles 7-9 7^9 eto»; car les quantit^ d^'gn^es par les lettres 

A^ B^ Cj etc. soDt ind^pendantes de ces diflPerentielles. Tel est le oarao* 
tere propre des ^quations cpie noiis coDsid^rons; caraotdre sur lequel je 
yak m'appuyer^ poiur prouver qu'en ^Uminant ^y y^ Sy.. h, od oe tom* 
bera pas sur ime identit^« 

n suffit^ pour ^tablir cette propositioD, de coDsId^er le cas parti«* 
culier ou il 7 a quatre iDOODDues ^ ßy y^ Ss car la marche du calcul est 
la mome^ lorsque le Dombre des iDOonuues est plus coDsiderable# 

DaDS le cas particolier doot sous parioDS^ les valeurs de ^^ ^^ 
~, j- soDt compiises dans la forme ud peu plus g^oerale que voici; 



dx' dx 



4. 



g e= P" + Q"» i-R"ß + S''y -{.T'S, 
'^^ rs P"'-f Q'"*. + Ä'"ß + S'"y-\'T"'i, 



dx 

Py ff etc. dedgnant des quaotites rattonnelles cn x: oes coeiKioients peu» 
rent Stre nuls, mau non pas ind^termin^s ou infinis« Cela poae, roid 
quelle marche on pourra suivre pour elimioer ß, 7, $, 

L'^iimbation sera toute faite si Ion a i2&sO, «$ = 0, TssO, oe 
qui pourra arrirer dans certauu cas particuliers. Alors « sera donn^ 
par i'^quatiott 

j| = "+<?• 

qui ne peat jansais etre idontique. 

Si les quautit^ B^ S^ T De soot par toutes les trois Dullesy si T 
par exLemple est dilE^reut de z^rq, diff^reocioBS la prenu^ des equatioiis 
(4e) et rempla^oDs, daas le second membre de l'^quatioD diffiSrentidle 

ainsi obtenue« -7^, -^% t- P^r leurs valeurs: substituous eu outre. au Ueu 

' üx ux dx ■• 

de Sy lexpression ^quivaleote 

* ~ r'd^ T 

et faisons la mSnie Substitution dans ia seconde et la troisiSme des equa« 

46* 
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tioDS (4.): il est dair qae par oes Operations^ nous formerons trois egali« 
tes de la forme: 

Les ooellficients P, ^ P'^j etc» sont des quantit^ ratioimelles en x qu! peu« 
?ent etre nulles^ mais non pas infinies ou iDd^termin^« 

8i l'on a R^szO^ «S^ ss 0^ r^imination dont nous nous oocupons 
est termin^e^ puisque a se troure foumie par l'^ation 

qui ne peut jamais Stre identiqueb 

Si les quantit^ i?,, i9, ne sont pas toutes deux nuUes^ si «9, par 
exemple n'est pas := 0, diffi^rendons la premidre des ^quations {S.)y pius, 

apr^ la dififtSrenoiation ^ rempla^ons ~^ ^ par leurs valeurs; substituons 
en outre au lieu de y l'expression ^qui?aiente 

et fiitsons la mSme Substitution dans la seoonde des ^quations (5«)« Nous 
obtiendrons ainsi deiix ^uations nourdiesi 

dans lesquelles P^f P^j eie. sont des eoefiScients rationneb qui ne peu* 
▼ent pas etre infinis ou ind^ermin^« 

Si r<m a ^ = 0^ notre efimination est adier^y puisque « doit sa« 
tisfiure d T^quation non identique 

MaSs si JZg n'est pas = 0^ fl hut diffwencier la premi^ des ^quations (6.) 
et remplaoer ensuite ^ par sa valeur^ et ß par Texpression 



^ = K- 



da? B, 



• 
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Cola conduira u ime ^uation definitive de la forme: 

^3 9 Qu ^c. ^tant des foncdons rationnelles d^termin^ de x. Gette equa- 
tion est r^uation finale en «, et il est Mdent qu'elle ne peist jamais etre 

identifiiiey puisqae le ooeffident de j^ est runit^ 

U est ais^ de voir que la mardie du ealoul restera la mdme dans 
le cas g^n^ral ou il j a fi iuconnues» L'^atioo finale en a ne sera dono 
jamais identique. Cette ^quation finale est g&idralement de Tordre ii^ mais U 
est bon d^observer que dans certains oas eile s'abaisse k un ordre moindre# 

G'est par exemple oe qui arriye quand T^quatioii (1.) se r^uit k 
une ^quation u deux termes de la forme 

j^— ;v = o^ 

TV ^tant une fonction rationnelle de x. Je Tais ^xaminer en d^tal! ee 
particulier. La valeur de jr est alon y as ^Nf et la quantit^ qull • 
ä'aAifftet e^ ydxssi/'N.d», Or tf I'on poae 

puii 81 roo diffi&renoie oette ^^t^) et qu'aprds aroir remplao^ ^ 
sa valeur dN 

dy ^ da: 
dx fiN ' 

OD ^gale A z^ro les ooeffioients des diyerses pufasanoes de /« r^umes « 
le premier nembre} on obtiraidra 



da _ 

dfr 



d.^"^' 



d» * fiN ' 

dr I ^dx Q 

dx^ ftN ^ 

^o f sc f^ 



.dN 



dA , . .N dx 
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La prenuere de ees ^qiiatioss nous donne 

a sss ooostante« 

Celles quf contienneDt y^Sj • . • • X prouvent en outre que Ton peut prendro 

y=:0, j=Oy ...- Xs^O. Pour le faire ydiTi oonsidi^roDS par exerople 

r^uatioD QU esäre y^ savoir 

dPr 

^ + 2yfL^=:0. 

Comme eile est du premier ord.^e^ an peut luitegrer^ et Sl vient 

C 

STN' 

Mais oette valeur devant etre rationnelley il est dair que la con« 
staute arhitraire C dait dtre nuDei d'ou i'ou tire y = 0. On prouvera de 
meme que ^ ss 0<» • • • . X = 0« 

II r^ulte de cette disoussion que la raleur de fydx ou plutut de 

fijTfi.dar mB peut 6tre que de la forme 

J^yT^^ rf Ä? = ß / A' + constante, 
ß ^taat uiie fouotion rationnelle de üc qu'il £aut d^tenniner. 

VI. 
Pour cela j'observe que JV ^tapt une fonction rationnelle de or^ sl 
Ten repr^ente par Q son denominateur et par P sou niiznerateury P et Q 

dtant des fonctions entieres^ on aura 

p 

p p 



^N^i- 



, , . ,. ^ V(F/'-.0) 

c'est*a»aire 



Y'T 



en |>oflaiit P"^. QssT. De mdo»e il riencbra 

VT STT 

pourni que Ton repr&ente par une seule lettre 9 le [urodittt ßP. D'apnk 
cela^ on obtiendra 

f/'N.d» = f -TT^ = -7— 4-canstan*e, 

^ VT YT 
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9 ddsA une fooctioa ratioondle d^terminee par legalit^ 

7. PT^T^i^^M 

üx fi dx 

qui 86 deduit de la pr^dente par la diiS^renciation* 

Blrnntenant je dis que 8 est noa aeulemeat tue fonction rationnelle, 
mais möme une fonction enti^re de x. £d efFet si d n'est pas un poly« 
Qome entiW) on pourra toujours exprimer 8 par le quotient de deiix fono- 

doas entieres X eit Y^ c^est h dire &ire ^^=z—yldi fraction ^ ^^^' ^ 

duhe h sa plus simple escpression« Poiir prourer que 9 est un poljmome 
eotier^ il soffit de Baire voir que T ne contient pas !a variable a?^ ou en 
d'auCres termes , que nul facteur Hn^aire .r -f* o ne peut diviser Y. Or, 
soit^ s'il est possible^ o? -|~ ' ^^^ facteur qui entre « fois dans Y; et posoni: 

en oons^uence 

r == Z(x + a)% 

Z iXBxA une fonction entiere neu divisible par x^a: je vais montrer que 
eette bypotbese conduit & une absurdite. 

On en condut en effet 

A -— ^ dO _ aX , dx dx 

En pertant ces Taleurs dans T^quation (7.)^ on trouve 

8. Z^PTix-^^ay = —tl^j^Tiz^^X^^)-^.^. 

^ • ^ x-f-a \ dx dxf (A äx 

La forme de cette ^cfuation prouve ipxe TXZ doit etre divi>ib#A 
par x^a; et comme il est Evident que ce binome ne peut diviser ni A« 
ni Z, !1 en r^sulte qu'il doit diviser T. Pour fixer les id^es^ supposons 
qu'il le divise m fbis, et feisons 

ou: 

d T 

Substituons an Ueu de 7^ et j-^ leurs valeurs dans T^ation (S.)» divisona 

CK *S 

la MMoite per (x-^-ay^ et ii nous sera ais^ de lui donner la forme 

^ ' ' \ dx dxf f$ dx \ * fif x+'a 

Or oette deml^re ^gallt^ est ^videmment absurde; car^ pour qu>Ile put 
subsister^ il faudrait qoe le produit XZR fut divisible par jc f a, et cela 
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n'a ptf lieu pulsqtie le facteur premier x^a ne divise aucune des troia 
quantit^ X^ Z| R. Oono T ne peut pas coDtemr x: dope 9 ^t M^e 
foi|Otioii entiere« Ains! me roild oonduit ä oe th^or^me} 
Th^orime« iS/ Nfuation 

n'«/ satisfaite par aucune valeur entiere de 0^ tintegrale f\^N.dx rsr 
-j; — «'w/ /»a« «xprimable alg4krlquement. Et dans le cos contrair«, on « 

f^Ndx = /i^ = -^ + Constante. 

vn. 

A ia seule iiispeotion de I'^galit^ 

'Fix 6 



f 



^ — ii + constante, 

TT TTT 



11 est ais^ de comprendre que, toutes les fois qu'elle a lieU| le polynom^ 
entier 8 est d'un degr^ siip^rieur d'une imiti^ au degr^ de P; en sorte 
qiie si P esty comme dous le aupposeronsi du degr^ n — 2^ 9 ne peut 
/^tre que du degr^ n^^X. On le convaiocra de la v^it^ de cette proper 
sitioU) si Ton dereloppe les deux membres de l'^quatioii en s^ries ordon» 
11^ suivant les puissauoes de x^ et si Ton obserre que les premiers termes 
de ces s^ries dolvent ^re les mömes de part et d'autre. II rdsulte de la 
;pie pour saToir si T^uation dont U s'agit est possible, fl sufiit de Csira 

pub de sobstituer oes valeur dans (7») et de chercher s*fl y a moyen de 
satisiaire u cette ^qoationt en d^enninant oonvenaUenient les oonstantes 
A^ By • • • • Cy Df 

La r^gle eommode A laquelle je Tiens d^arrtrer pour int^rer la 

quautit^ diiGSrentielle f^IV.dx^ quand la Taleur dtJ^N.dx est algdbri- 
que^ se trou^-e dans uon premier mdmoire« Je Tai d^courerte dans rori- 
gine par des ealeuls befiueoup plus eempost^ Elle me semble ^tre d^ 
nHMitr^ iei d^une maniem fstrOm^nent simple ; et je crois quell» pourrait 
I4re introduite dans les oours en dans les trail^ elementaires de eaicul 
int^grali d'autant plus qi« le tl^dcM^^me ^tabli il la fin dit No. V, peut ötra 
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demoiitro tont de suite par des cousidorations directes dont le principe 
est üulfisainmont indiqu^ dans le mpport de M. Poissan. 

VIIL 
RevenoDS ik lequation 

7. PT^T'^^^Jl, 

dx (i dx 

adn d'esaminer d'une maniere geii^rale dans quels cas eile petit etre 
yntisfahe par uue valeiir enti^re de 9. O'abord ai le degr^ de P est /i— -'2, 

ou a vu qiic le degrd de 9 sera n — 1» Par consequeot od aiira ^-^ csO« 

II faut doDO d^uire de r^iiation (7.) !a Taleur de ~^ et T^galer ik zero^ 
sll est possible. 
Or on a: 

dx ~ /i '/ ~ • 
Si Ton diff^reucre cette ^galitö et que dans le second membre on rem« 

dA 

plaoe, aprds la diffi^reuciatioiiy grr psu* 1^ valeur quo noiuveuons d'^ire, 

d* 

OU trourera ponr jp uoe valenr de la forme 



Eo diffS^Dciapt de nouveau, U vicndra semMablement 

d*d « , 

et en g^u^ral 

II est ais^ de trouver p^ et f^. £a ettet on peut former la valeur <ie 
^"^ J^ - de deux manieres qui doivent mener au meme resultat : ia pra« 
mfcre consiste a prendre 

d^^^0 A I 

et la seconde, a differencier d'abord ^r^y oe qui donne 

puis (^ remplacer — par sa valeur« En operant aijisi^ on d^inontre «iU 
soment que p^ et f^ doivent satisfairo aus ^quations aux diHi^reiK.es 

UeUe« Joun*iü iL M. IkL 1. HA. 4. 47 
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dT 

Les valeim de /i» et ^^ *oot ainai d^termio^es par la double condition 
de MtisfiEiire aux equattons ({ue nous Tenona d'ecrire^ et de se reduire^ 

quaod OD y fait m=:ly lü p^ss-—^ f^s^P: ces dernieres conditions re- 
sultent de ce que 

Eu partaiit de la on obtieat: 

— JL <^"^y 






Je dois faire obscrrer que Ics limites r ss 2, rssm relatlres ä la lomme 
Sj indiquent que 1' od doit prendre succesurement ra=2, rs=3, .».• 
jusqa'A rss m mduuTeiiieDt, de teile sorto que l'oa aurait 

's /(O =^/(2) +/(3) + ....+ /(m). 



Loraqiie /7IS5 1^ cette somme'doit Sfre regard^ oomme =0« Je o'entre 
pas daos les d^tails du caicul par lequel on arriFe A nos formulea g^ne- 
ralea : la raison en est qu'on peut tout de suite vdrifier leur exactituda 
Q posteriori s mais je remarque que lorsque Too y pose mzzzn, la se- 
conde se simplifie« En effet puisque P est^ par bjpothesei un poljnome 
entier du degr^ n^Q, on a tt^^ PszO^ et il reste seulement 

^• = 5 dcA • 



Eu adoptaot ces valeurs de p^y Vny tkouz aurons 



dar' 
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EgalaDt doDO ^rrr; k tito, ü HOlis Tieiidra 

ÖS— fc. 

Mais oetie valeur de ne peut ^tre adniige qii^milant qu'elle four« 
nit r^Ileinent pour d ime valeiir euticrc de degr^ n — 1. ()n a par cou- 
sociiieot ce tb^brdme: 

TheorSine. 3i la guantitä ^ n'est pas un potynome entier de 

degr4 /i — 1, f^quation (7.) ifa pas d'int^ffraU entiere^ et par 4uUe h 

quantitä / ^N.dx riest pas exprimable alg^brifuement. Et dans ic 

cas contra ire o/i o 9 = — ^ et 

fü^N. rfjp = ^ + ooDstante. 

PnVT 

Ce dernipr tb^rSme renferme iinplioitement tout oe qui est relatif 
aitx fonctions irrationuelles de premiere espeoe« Quant a riut^gration de» 
fonctions alg^briqiies en gen^ral^ je rcnvcrrai A mea deux memotres qiH 
doivent dti-e imprimds dans ie recueil des savants ^trangers et dans 1» 
22'"* caiiier du Journal de l'4cale polytßchnique. 

Paris, V Mars 1833, 
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29. 

D 1 s c o u r s 
prononce aux funerailles de M. Legendr e, 

par )ff« foUson, preftident da biureau des longitudes. 



J\i.e88ieur8| 

Lonque nous perdons un de nos oonfr^res les plus avano6i en äge^ o<m 
regrets soot adoucb par la pena^ qu'il a moios souffert ä ses dernien 
moment«^ et qu'affaibli par les anales , il s'est Steint sans doulenr. Cette 
oonsolation tious manque aujourd'hul : la maladie qui a termm<S les jours 
de M. Legendre dans sa 81* ann^i a ^t^ longue et douloureuse; maU il 
eu a Support^ les soufirances avec eourage et sans se faire Illusion sur 
leur fatal issue ; ayeo une r^ignation que devaient lui rendre bien difßciley 
le bonbenr qu'il trouvait dans son int^eur^ et les soins et les tooux dont 
il ^ait entour^« 

Notre eonfrere a souvent exprim^ le desir qu'en parlant de lui^ il 
ne fut question quci de ses traraux^ qui sont^ en effet^ toute sa vie« Je 
me oonformerai religiensement h sa volenti i dans cet hommage que je 
viens rendre ^ au nom de rAoad^mie des Sciences*) et du Bureau des 
Longitudesy au gdomdtre illustre^ au dojen de la science^ dont le monde 
savant va pleurer la parte« Habitu^ h T^tude de ses ouvrages^ la tache 
qui ui'est impos^^ me sera fiadle it remplir ; en parlant devant vous^ Mcs» 
sieurs^ je ne crdndnu pas d'entrer dans des d^tails on tous ne trouverez 
que des dtations pour Sieges« 

H« Legendre d^buta dans la carridre des sdences par un de ses 
plus beaux M^moires« Depuis peu de tempsi hagrange avait souniis au 
calcul la question iinportante de Tattraotion des sph^rcndes^ d^ja traitee 
synth^tiquement par Newton et Mtaehurm. ^ns craiodre que ee grand 
analyste eut epuis^ la matiere, M« Legendre cboisit cet^e mdme question 
pour le sujet de ses premieres recherches: elles fmeot heureuses; et la 
reduction en h4nef dont il fit usage, donna naiisance h des th^orSmes 



*) En Tabsence de M. Arago, seUmlleineot u Mets, pour \$% ezameDS dont 
il est cbarg^. 
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qu'on a ^tendus ensuite^ mais qui sont «noore A pr&ent la base de la 
th^orie g^n^rale ii laquelle on «"est ^lev^* Le trairail du noureau g^omd- 
tre fqt appr^ci^ a^orf oomniQ il derait V^ttei dao9 rami^ 1783^ oa las 
Sciences perdirpnt fhiler et Jhhmbert, ouvrit a M» Legenäre les por- 
(es de cette Acad^mie des Sciences de Paris , si fiuneiise eo Europe, et 
dont il oomptait encore parmi nous quatre de ses andens oonfreres*)^ 
Le second Memoire de M. Ijegenäre eut pour^objet iine question non 
inoins importante et qui ^tait li^e & eelle dont il s'^t d'abord oeoup^: 
il y donna la premidre et la seule Solution directe^ oonnue jusqu'A pr^ 
senti du probleme de la figure d'une plaudte homogdne et suppos^ fluide ; 
<4 bientAt aprds il ^tendit ses recberches au oas g^n^al d'nne plandte 
oompos^e de ooucbes fa^t^rogSnes« A la memo ^poque^ il lut & TAead^ 
mie un Memoire sur le oalcul aux diffi^rences partielles^ dans lequel il «• 
pose plusieurs moyens dlnt^ation^ qu'il applique A diflE^rents exemples« 
Ayant pris part A une Operation astronomique^ qui avait pour objet de lier 
le m^ridien de Paris h celui de Greenwichy il fut conduit A s*occuper de 
questions de trigonom^trie ; et la seience y gagna un th^ordme d'une 
grande utilit^^ sur la mesure des triangles tr^-peu sph^riquesi tds qua 
ceux qm sont trac& k la surfaoe de la terre. Les M^moires de la pre- 
midre classe de Tlnstitut renfcrment aussi d'autres reoherehes de M« Le^ 
gendre, relatiyes aux triangles spb^roidiques^ qui ont 4t^ pr^d^ de Tou« 
Trage sur le calcul d'un aro du m^dien^ publie en oommun a?ec Delamhre. 

tiAcad4mie des Sciences de Berlin proposa pour sujet de prix^ la 
({ueslion du mouvement d'un projectile dans Tair; M« Legendre concourut, 
et le prix lui fut d^^em^. Si fajoute enoore que notre confr^re est au- 
tenr d'une methode pour le calcul des orbites des comdtes; que c'esi & 
lui que les sdenoen d'obsmration sont rcdevables d'une rögle de calcul 
quil a nomm^ MSthodes des moindres carr^s des erreurs, et dont La» 
place a montr^ tout Tayantage probable sotis le rapport de la pr^ohion 
des r&iultats; si jerappelle les nombreuses recberches qii'il a faites^ h dif« 
f^rentes ^poques, sw deux sortes d'int^grales definies^ nomm^ par lui 
integrales Euleriennes; si |e dis^ en outre, qu'il a coop^r^ au calcul des 
grandes tables de logaritbmes ^ construites sous la direction de VI. ProMy, 
ü y a prte de 40 ans , et toujours rest^ in^ites; et si je nomme enfin 



^) MM. de Cassini, de JusHeu, Detfontofimee Ol Testier. 
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8C8 ?il^meuts de G^m^trie, on Tauteur a remarqu^ le premier^ od geurc 
d'egalit^ dont la couid^ratiooi n^lig^ [usque l^^ ^tait neccssaire pour 
rmdre completes les demonstrations qa'oo niivait depuis EucUde: vouk 
trouverez sans doute^ Mesaieim^ que toiis ces titrea justifieut pleinemeut 
Ic rang ^ler^ que M* Legenäre occupait dana les scieoces, Cependanl, 
ie n'aurai- paa encore parl^ dea deux geDrea de recherchea qui ont ete 
pour lui un objet de pr^dtteotioD ^ aur leaquellea il est tant de fois reveuu 
penddDt aa loDgue carri&rej et qu'il a termin^ par deux granda ouvrages, 
au acut ri^unia en corpa de doctrine^ tout ce qu'il a fait et tout ee que 
noua aavoDB aur la th^rie dea nombrea et aur la th^rie äeBfonctions 
elliptigues. Lea questiona relatirea aux propri^t^ dea nombres^ laoleea 
de toute application^ n'ont qu'un aeul attraiti i\ la \6t\ii bien puisaant aur 
lea math^^matioieiia : TextrSrae difficult^ qu'ellea pr^eutent^ et que notre 
coufrere a aouveot Taiocue^ en preoant pour moddlea^ daos oette partie, 
lea deux graoda g^metr^a qui lui inaplraient Ie plua d'admiration^ Bkder 
et Lagrange. Le Trait^ dea fonctiona elliptiquea reDferme des tables num^ 
riquea de cea quantites^ ealoul^ea par Tauteur et qui aeraieuf^ ik ellea aeuies, 
UD travail imineoae. Depuia long-tempa^ il d^ avait que lu! qui a'occu« 
pdt de celte th^rie^ loraque M« Abel et,M. Jacohi montrerent^ a ieur 
d^but, qu'OB pourait eocore^ aprea Euler et aprea M« Legendre^ faire des 
d^couvertea eapitales daoa aa science ohdrie« Youa u'avee pas oubli^, 
Mesaieurs, quel bonheur U en ^prouva; aveo quel abandooi avec quelle 
efiusiOQ il rexprimait: cette acieiicC) ou aea deux jeunea ^mulea Tont auivii 
il en parlait oomme d*une er^ation qui lui apparaissait toute nouvelle. 
Toutcfois il ne raata paa en arri^re de leura (ravaux ; et quoiqu'il fut alora 
presque ootogenMre^ le troisieme Tolume de aon ouvrage^ publik depuis 
moins d'un an^ contient toutea Icura d^couvertea et lea d^veloppemenfa 
qu*il a au y tijouter« Cette aatisfaction d'avoir trouvc deux aucceaseura 
dignes de lui^ ne fut paa long^tempa complete; les sciences perdirent M« 
Abel, bientftt aprSa qu'il ae fut fait cooDaitre* 

M« hegendre a eu ceJa de commun aveo la plupart des g^ometrea 
qui Tont prec^de^ que aea travaox n'ont fini qu'aveo sa vie. Le dernier 
volttme de noa Memoirea renferme cacore un Memoire de lui ^ aur une 
questioQ difßciie de la th^rie des tiombres; et peu de temps avant la 
tnala^Vio qui Ta eonduit au tombeau« il ae procura Ip8 observaticoH \on plus 
r^centes dea cometes i courtea p^riodesi dont il allait sc servir pour ap-« 
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(»licjucr et perfectjonoer ses m^thodes« C'est ime cbose biea Jigtfe «le re« 
inarque^ et ftuftSi, bien consolantei de voir que qiiand lea forcus phyai- 
«{ues nou8 abaudonneAt^ le» forees intellectueUeB oonBerveot oncora louto 
la vij^eur Dooc59a1re pour s'ocouper de sp^Ialioiis ditbÜw. 1/hMoire 
dos soieaoes cn of&ait d^h plosieun exemples: daos iin «ge presque egiU 
u celui que M» hegendre a attetnt^ ha^rangß est mort cn publiant une 
ficconde edition de la Meeani^ue analytiquep douMe de la preini<>e ; ha- 
place, eo achevant le cioqoiime voIume de la Mäcanifue c^/esteß et Euf^r, 
A la ibi d'uo ealeel aar la foree aacaiiBieimelle des baUons^ qui ooc\ipaiont 
alora le public et les savants. 

Teile est lenutiklratloD des travaux de tout genre qui ont renipH, 
aaiis aucune ioterruptioQ« la vie eotidre du gcSometre o^lebre dont la prrte 
victit eucore s'ajoutef a tw^'% calloa que tlnstitut a faites pendant Pao 
deraier. A ud infenralle de moiiis d'une ano^e^ Cuvier a 4t^ onloTc 
aux sciences naturelles^ et Legendre aux soienoes matbcmatiques ; la 
mort 9 dans sa cruelle dquito^ a frappc^ au faite les deux divisious Je no« 
tre Aoademie. 
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30. 

Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 

(FortNMog te Aoüntsei No. i. im enttn, No. 10. !ni swoten nnd No. 18« im dritten Hefte dietet Bandetr^ 

(Von dem Herrn Dr. Stern ^ so GStUngeo«) 



Viertes CapiteL 

Summirang der Ktttenbruche« 

52. 

JDie Frage nach der Summe oder dem Wertbe eines gegebenen Ketteo- 
bnicbs kann nur dann besondere Scbwierigkehen darbieten^ wenn dieser 
Kettenbnich ein unendUcber ist. Die Wertbe endlicber Kettenbrnobe findet 
man. durch Reduotion naob f • 5.^ daber sind letstere von den folgenden 
Untersuchungen ausgeschlossen. Es sollen femer nur solche Kettenbrüche 
betrachtet werden^ deren ZShler und Nenner ganze Zahlen sind^ da alle 
übrigen Kettenbrüche *) auf Kettenbrndie dieser Art zurückgerührt wer- 
den können ($. 18.)> und zwar wird stOIsofaweigend angenommen » dab 
die Theiluenner, den ersten etwa ausgenommen^ alte positiv sind ($. 19.). 

53. 
Um aber Dunkelheiten und Widersprudie zu verhüten ^ ist es hier^ 
wie liei den Reihen , nStbigi den Sinn des Wortes Summe und die Be« 
deutung des convergirenden und divergirenden Kettenbruchs ge« 
nauer zu bestimmen. Es wurde früher gezeigt {i. 28. )> dals man statt 
eines jeden Kettenbrucbs F(ay aj auch 

a+F(a,a,)^a'\^F(a,a,)^F(a,a,) + .... + F(a, a^)^F{a, a^,) 
schreiben kann. Setzt man zur Abkurzimg 
/''(ö,Ot)— ö=^ F{a,a;)-^F(a,a,):szr,, .... F(a,a^)^F(a,a^O='^^^if 

80 ist 

F{tt,a^ = a+r + r, + ^+.... 

Ist nun dieser Ausdruck so beschaflPen^ dals er niemals über alle Grunzen 
hinaus wächst , so viel Glieder r^ r^j r^, .... man auch zu dessen Bit« 
düng anwendet, sondern im Gegentheil immer zwischen angebbaren end- 
lichen Granzen enthalten ist und sich einem bestimmten Werthe unbe« 



*) Wufern sie aui rationalen Groben gebildet aind. 
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gräiust nähert^ so beibt der Kettenbrudi ein convergenteri itii4 diäter 
bestimmte Werth heilst die Summe des Kettenbriiehs« Wuchst aber 
der Ausdruck ^ + r -}* r, -f* ^a • • • • Sb^P j^o angebbare Grunze hinaw^ wenn 
man nur eine hinlängliche Ansahl ton Gliedern zu dessen Bildung anwendet^ 
so heifst der Kettenbruch eindirergenter« In diesem Sinne hat also 
ein divergenter Kettenbruch keine Summe« Wfirde man dagegen unter 
Summe eines Kettenbniches nur dnen Ausdruck verstehen^ aus welchem 
sich durch gewisse Operationen dieser Kettenbruefa entwickeln laist, in 
welchem Sinne das Wort oft in RScksicht auf Reihen gebraucht wird^ 
so wSrde der divergirende Kettenbruch eben so wohl wie der conver- 
girende eine Summe haben können« Ein solcher Ausdruck soll aber im 
Folgenden nicht die Summe^ sondern die erzeugende Function de« 
Kettenbruchs beiisen» 

54. 
Ein Kettenbruch F(ßy a^) = F{a + ix : a^ -f- k^ : a^ etc.) , in wolchpm 

nur positive Grölten vorkommen^ ist immer coovergent ; setzt man -jp--^ — ^ 
= M^ so ist M eine positive Grölse, aIt$o F{a, a^) == + '^^irifj "^^d da- 
her ^{^>0^^4.^* ^^ naehr Glieder mau zur Berechnung anwendet, 

desto naher kommt man dem wahren Wertbe, und es ^st leicht zu hestim- 
men, wie weit man in der nähernden Berechnung vorgeschritten ist (§. 1 L). 
Sobald ein Theil F{a^ja^j^^) eines Kettenbruchs ^C<^ ^,^+„) con- 
vergirt, so convergirt auch der ganze Ketfenbruch. Denn es sei die Summe 
des Kettenbnichs F(a„,y a^^„)^=^J^f äo knnn man statt F{aya^^^ den 
endKchen Kettenbruch F(a±b^z a^-f- — ± b^: M) setzen, dessen Summe 
durch Reduction ge runden werden kann« Hie^iais folgt, dafii wenn die 
ersten Thellzäihler eines Kettenbruchs positiv oder negativ sind, vpn einer 
gewissen Grunze an afier nur positive Theil/nbler vorkommen, der Bnidi 
convergirt. Ein solcher Kettcnhruch hat mit einer Reihe Ähnlichkeit, die 
anfangs wenig, dann aber schnell convergirt« Wendet man zur nähernden 
Berechnung nur die ersten Gh'eder au^ so kann man sich sehr weit vom 
wahren Werthe entfernen« Gebt man aber in der niihernden Berechnung 
weiter fort, so dals man auch einen Theil des Kettenbruehs zu Hülfe 
nimmt, in welchem alle Theilzühler positiv sind, so wird man dem wah- 
ren Merthe desto nüher kommen, je mehr Theilbriiche man zur Berecb- 

Crelle'f Jotirnal d. M. Cd. X. Hft. 4. 48 
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anwendet^ midi zwar werden alsdann die Resultate abwechsetiid 
Id^mr nnd grGlser ab der wabre Werth sdn; 

55« 
Sbd alle TheibBÜhler negatir» so wird der Briicli conrergiren, wenn 
jeder lUeflnenner a^ pübet ist als der data gehürende Theilzähler 6„. 
Denn es sei der Brueh F((r, flr^^,)=5^'(f3f — i :a, — b^ia^ — 6^:03....) ge- 
geben; men betrachte einen beliebigen Theil desselben: 

Ist nun allgemein o^^b^^ so Ist i 



0jii f^tn 



imd fBhrt man anf diese tfeise fort^ so findet man 

alno F(a — ti : (T^ — d. : a«.» . .) ^^ ^ % Der Kettenbruoh ist also zwischen 



Ä angebbaren Grunzen eingesohlossen, d. b« er oonvergirt, und ist einer 
positiven Grciise gleich, die zwisdben a-*f und c Hegt. Nur in dem be« 
sonderen Falle> wenn jeder Tbeilnenner den dasu gehörenden Theilziibler 
um eine Qnhdt Shertriffi:, d« b#, wenn allgemein a«, s= b„ -^ l ht, hk der 
Wertb des Kettenbrachs genaa ^~3« Denn er ist alsdann ss 

nun ist j^ h b 

SO hat man ab« auib 1 a» jr^TiirT» * •^ ^ 4>i~t "• *• ^•» *"^ 
stittttrt man daher aUmSlig diese Werthe der Einheit so findet man 

und daher ist der angegebene Bruch csa— !• 

Wären einige der Tiieilzahler positiv» so wSrde die Convergenz 
nodi deutUeber sein, und zwar braudite dann der mm negativen TheiU 
ziibler b^ gehörende Tbeilnenner a^^ aufweichen ein positiver TbeilzShIor 
/v+ft folg^^ ^^^ ^^b^ m sein, denn es wffre sdMMi & diesem Falle 

YTonuB da* übvl^ wie froher folgt. 9Iaii sieht lugldob, dab iler posttivo 
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Theilzahler h^^ audi grßfiiw wie ir^^» sein darf, mir mSbsen^ 4fib llieiU 
nenner gruCier ab die Einheit sein, denn wttre juB« ffm-i^^?-^» sa w8ra 

a^.— ~^.^ ein üohter Bruch und — *« > 1. 

ametc, /^ . 

56/ 
Kettenbrncfae, in wekhen audi n^ive Theiiisüllkr verkemmeo, 

irenn sie überhaupt convergiren und aUgemein a,,>A'(^^ ^ (oder wenn 
b^ positiv ist, auch 6n>0, haben eben sowohl wi^-^rtteidirache mit 
nur positiven Theiizahlem die Eigenschaft, dafii ip(ffl) sieb dem wahren 
Resultate desto mehr nfihert, \^mAr Theilbrnche wen cur Berechnung 
der genfiherten Resultate anwendet. Denn man, ttttmerke, dab auch in 
diesem Falle Ziihler und Nenner eines spateren Nlüberungswerthea beaug« 
lieb grSlser sind als die eines früheren^ in Zeichen 0, ^u^x^^f ^i» 
^ii ^/+i>^^f ^li nimmt man nembch an, es sei wirklich a^ o{^a^ ai^ , so 

« • 

bat man 0, Qi^^ ^ss Oi^^.a, 0/±*i-|.».«, o/-i •,• • • (§• ^•). Gilt das obere Zei- 
chen , so ist an und für sich klar, dals o,ai^^'^a,ai ist, gilt aber das 
Untere, so dafs 62^^ ni^tiv ist| so bat man nadi der Yoraüssetning 

«i-i.i>*/+i+l> folglich, da ü^Oi^n^ai^^^ afifsh «,ai4.i>0,0i# Es ist aber 

der Zahler des Bruches a ^ oder a,a^ssaa^ — b^^) grGlser ab a oder 

a,a (da 0i>Äi + l ^)y ehto allgemeiu o, 0};4.|>'0,ii/« Man kSnnte eben 
so beweisen, daCs überhaupt 02«0m>;0/^e«-.t9 und weil ai^a^ssa^fHii 
«z+i>«m = flr».>ö/+i^ sohatmanauciJ|jvC„ii«>a,4^^«„, da «i», ai>arM, ei^ 
ist. Hieraus kann man wie hi S»ll. beweisen, däfii F(ß^a^)'^F(afai^^) 
kleiner ist ab i^*(09a,,O—F(a,e|), woraus die Wahrheit unserer Bdbaup« 
tung folgt» 

57. 
Durch diese EigenM^liaft werden aber diese Bruche kebesw«^^ 
zur nfihemden Berechnung^. eben ao taugKch wie die tirSd^ init nur posi- 
tiven Tbeilzablern« Bei lefj^eien nemlich sind fede swei auf einander fol- 
gende Naher ungswerth^^^pb wechselnd grulser oder kleiner ab der wahre 
Werth des Kettenbruchs, mithin gehören die ersten Ziffern, die beiden 
gemeinschaftlidi sind, aicher auch dem wahren Werthe an^ woduroh num 



*) Id dem besoodareii Pallf, weoa «si iiad atSsB^-)*' wSre, 
««1 ~ti s a, «bdaius ionnte aaa Siij|to, daft a, m^^m^a^ iat. 

48^ 



batta man 
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eiu Iieftiimmtes Maafii für den Grad der erhalteoeii Annfiheniiig bat« WSre 
da«;egea z. B« der convergente Kettenbruoh V(a, ßj) es F(a — b^ : a^ — b^ ; a«».«) 
mit durcbaus negativen Theilzahlem gegeben^ ao wSrden alle KÜherungs« 
w^rthe gru&er als der wahre Werth 6ein> and man würde ddier von 
keiner Ziffer mit Bestimmtheit angeben können^ ob sie dem wdu*en Wertbe 
anj^ehurte« Denn setzt man zur AbkSrzung F(b^ : a«-* b^ : a^ — b^ : a^...) s=r JU^ 
/ (A3: öTj — 44:04) = il/j, F{b^xa^—bf,ia^zszM^ nt8«w.| so ist 

'Ja MyM^j M^ II. 8« w. positive Grolsen sind ($«55.)^ also 

Ö i 6a IL >^ ' **' i U.S.W. 

«1—— ^ «1— r" frj 



öa — r* «1 



a 



3 



o,— Ma 



Man kann aber in diesem Falle zu jedem NSheningswerthe noch einen 
anderen Bruch finden^ welcher kleiner als der wahre Werth Ist^ so dafs 
dieser wieder zwischen zwei Granzen eingeschlossen ist^ und daher die 
nähernde Berechnung eben so sicher wie bjei den Kettenbrüohen mit nur 
positiven Theilbriichen angestellt werden kann« Denn da M^ M^^ M^y 
u. s. w« echte Bruche sind^ so hat man 

f>ie ersten ZifFem^ welche den Brächen 

a ^ und a ^—Tj a ^ *a und a— — 6» u.s.w« 

Oa Ca — l 

gemein sind^ geboren also auch dem wahren Wertbe an. Die Brüche 
a '—79 a ^ ^a •••• könnte man zur Unterscheiduns niitteN 

bare Nüherungswerthe nennen. 

Es sei z. B. der Ketteubruch r = /'Xl-"1*3— 1:5-1:7-1;9 etc.) .,.. 

lang i ' 

^§. 48.) gegeben ; die Theilnenner sind siimmtlich grolser als die entsju^e- 
che öden Theilzahler^ daher couvergirt der Bruch^ und man findet: 

NäherungAwerlhe. Midelbare Nälierungswcrllie. 

~ = 6,0666660 .... -j = 0,5000)00 .... 
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Näberangswerthe. Mittelbare Naberungswerthe. 

^ = 0,6428571 , . . . ^ = 0,6363636 .... 

§5 = 0,6421052 .... g? = 0,6419753 .... 

^ = 0,6420927 .... ig = 0,6420911 .... 



Hieraus folgt 1 < 0.6420927 . . . . 

taug 1> 0,64209 11...., 

es iVt also bestimmt |^|~|> = 0,64209 . . .., und man hat auf diese Weise 

den Werth des Kettenbruchs schon auf 5 Dezimalstellen genau gefunden* 

Der wahre Werth ist |-^^|^ss 0,642092.... Da(s bei den Kettenbrfi- 

eben mit blos negativen Tbeil^hlem die Näherungswerthe sSmmtUch ^r9- 
Iser als der irahre Kettenbruoh sind, konnte man audi ans $. 9. bew^ 
sm. Man sdireibe denselben auf folgende Wooe 

so ist 

^x > ^w • Ä, , ai 

WO das obere oder untere Zeichen zu nehmen h^ je nachdem die Anzahl 
der TheibsShler 6a.«.« bi^^ ungerade oder gerade ist. In jedem FaOe nt 
also F{a,a^)—'F(a,ai) negativ oder F(a^ai):>F{a^aJ), da Ojj^^a^; 
Oi^o^s o^fOi positive GriiCicn sind ($#55.). 

58. _ 

>Vären die TheilzSbler alle negativ^ und nicht allgemein i7^> fr,^^, 
so würde daraus noch nicht folgeui dals der Kettenbruch zur Berechnung 
untauglich wure, sondern im Gegentheil^ wenn audi unter den ersten 
Theilziihlem manche die entsprechenden Theilnenner übertreffen ^ sobald 
sie nur von irgend einem b^ an gerechuet| siimmtlich kleiner als die ent- 
sprechenden Theilnenner sind^ so wird der Bruch von dort an nach $• 55.) 
und daher auch der ganze Ketteubruch nach $. 54. convergent sein ; wenn 
daher auch die ersten Glieder keine genügende Resultate zur nSbemden 
Berechnung bieten^ so kann man doch so viel Theilbrüche zu Hülfe neh« 
men^ dafs auch ein Theil der auf b^ folgenden sich darunter b^ndet^ 
und so mit Ilulfe der mittel hären Näherungswerthe immer Grunzen fin- 
ilen^ zwischen welchen das wahre Resultat liegt. Hieraus folgt^ da(s je<li*r 
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Kettenbradi wnr BabetndeB Betednmag tngliah kt, bei wolclMfli die 
Tbeünhler einen bestfindigen Werlh habeo^ wShrend dte TbeÜaeoner 
Uneudlidie fiottwadiseD. weil man, wie grafii nach der Werth der 
angenonmitti ^ird, immer an einen TheBbraeh kommt, Ton 
w e khe ni «m gerechnet, die Tbeibäiler kleiner ab die Theflnenner sind. 
Kea M %. B. dor FaU bei dem Ketlenbraehe 

^^— = F(l~/«:3 — /«xS— /»:7— 1*:9..-0 (f. 48.). 

Setit man / = 2, m st 

r^ = F(l— 4:3- 4:5— 4:7— 4:9. . . ^ 

Der erste ThtthsShler 4 ist griilser ab der 

zaUer aber sind simmdicli kleiner ab ifie | ■!, — ■■■■■,■ «..«;»»<»»<«, 

«laber nird sich der Bruch i — | sehr weit Tom wahren Rasnltate ent« 
fernen , fe mdir Tbeührficbe man aber anr Itfrrehwmg anwendet, desto 
filiher k<Mx»at man dem wahren Resnitate. Fingt nmn dieRachmmg an, 
««> indet man 





4 



n 



0^3333333. 



• • 



1 — 



4 
2 



-^ :^ — IftMOOOQO... 



= — 0^9076923 . 



0^9149733 . 
0^9153018 . 



-1^ 



MM I n 



• • • 



Mt 



5(91 



25 

27 

109 

119 

23>7 

9»7» 



0,9259259... 
A9159663... 
€^9153396... 



2' >0.9l430i6.... 
tjag2 <O.C«f 53399 



• ••• 



der wriire Werth iil 



0,9153....^ 



ti^SOlOt.... ^ 0»9t531... 



BmIi 4eaK 



uodi 




S9. 



M 
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jB&bler abwechselnd positiv oder negatir wnd^ die abo durch 

angedeutet werden JkSnneo« Zar Convergedz irt nur erforderlioi^ dais h^^ 
^39 ^51 • • • « bezüglich nicht gröiser nb o^^a^^a^.^.. Akä^ dagegen kSnii» 
nen &« ^ ^4 • « • • grSfser ab ir») 1/4 • • • • sein ($• $5#) ; sdlen aber die NiOie» 
ruiigswerthe bestimmt dem Kettmbruclie immer nfifaer kommen*^ so mnb 
a^j a^y c%^ •m. grulser ab b^, b^^ 6^ «,»• u«s,w. sein ($«56.)9 und zwar 

werden die zwei ersten NSherungvwerthe F(a^ ^1)^1=^^ -. F(a^a^zst 

a — -^jLbL ^^u^r« ^ ^^^ folgenden grGiSMar ab der wahre Werth sem^ 

und überhaupt werden diB|enigen NiIherungBwerthe^ welche 4^-f*l» 4tf-}*3 
TheilzShler enthalteoi kklnei*^ dagegen diejen^^ die 4«^^ 4^-(-S enthaU 
tefi| grOber ab der wahre Warth wem. hmm schreibt man den Krtten« 
hrueb auf folgende Webe: 

•o Ist aUgemem 

WQ die oberen oder unteren Zeichen au nehnan alndy je nachdem die 
Anzahl der TheihdhIiBr i, » i« . t »• ii44 ui^eridb^odcir gerade te 
nachdem/ gerade oder ungerade nt« Daher wird F{a^^^^F(ajQii positiv 
sehi^ wenn /«l^S, 9..,« odei^ «s2,6> lO...« bt, dagegen n^tir> wenn 
/ss3^7^11 ••«• oder 8s4y8^12«««» bt, wie behaiqptet wurdcb - Vfean 
man daher zur idftemden Berechnung nur den 2Weiti9n und dritten ^ ü^t* 
ten und fünften^ aechstai und siebentoi Nüherungswcrth u« s. w# anwen* 
den wW, so kann man diese Kettenbriohe eben so aibhert wie die mit nur 
positiven TheüzBUem anwelideot weil zwbchen zwei aolchen Nüheraugs^ 
werthen immer der wahre Werth h'egt; will man dagegen alle Näherung»« 
werthe benutzen^ so omCs man wieder zwischen dem ersten und zweiten^ 
dritten und vlerlen q# su w. eben mittelbaren Niiherangswerth einschalten. 

Wiire der Kettenbruch m der FormF(a-)-6»:at*^6,:a«+^3*^i»«*0 
enthalten, so mnbta it$ ^4$ h v« i« V» kleber ab a^^ c^, a^ u. s. w« seiui 
und es.wSrden abdann die N&henm^wertte kleiner oder grCber ab der 
Kettenbrucb aein» je nachdem sie 4#, 4#+l^ oder 4s'\'2, 4^ + 3 TheiU 
zShler entluelteui was man wieder aus der Fonnel 
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nbleiten kann. Man muis auöb hier wieder eine ahnliche Bemerkung machen^ 
Wie in ($. 58.x ^^^ nämlich der Kettenbmdi zur Berechnung taughoh ist^ 
wenn auch nur von einer gewissen Grfinze an die Theiiziihler kleiner dl» 
die dazu gehörenden Theilnenner sind« Es sei z» B« der Ausdruck 

gegehen ( wo e die Basis der natürlichen Logarithmen ausdrückt ). Setzt 

man in Form. ^. (§• 48.) a^iR^ 6 = 1^ cssl, rrs-g-, woA eine 
unbegrenzt grolse Zahl bedeutet^ so wird 

•'«(p(/r,l,l,f), 
nnd (^eud. Form. 4.) 

«*=:F[i:1— /:l+y:l— J.:l + i.:leto.] = 

F(l:l— /:l+/:2— ;:3 + /:2~/:54-/:2). 
Dieser Bruch wird also unter allen Unutändeii oonrergiren, weil mau, wie 
grola auch t angenommen wird; immer an einen Theilbruch koromt^ von 
welchem an gerechnet, alle negativen Thdhstihler kleiner ah die ent- 
sprechenden l'heilnenner sind. 

Setzt man / ss 1, so folgt hieraus: 

J- = />(l—l:l + l:2— li3 + 1:2 — 1:5 + 1. •■> etc.), 

und man findet: 

Käherangtwertb«. Mittelbara Näherungawerllie. 



also 



Ä 0,0000000 . . . • 

1 SS. 0,3333333 .... 
I Ä 0,3750000 .«. . 

/,=: 0,36842 10.... 
^» = 0,3678160 .... 

yV, = 0,3678756 .... 



i = 0,5000000 ... . 



tV = 0,3636363 .... 



tVr = 0,3679425.... 



1 >0,3678756.... 
T<0,3679245.... 

und daher i ^-ir-r 

— es 0,307 ...» 

Der -wahre Werth ist 
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2,718281828 '^ 0,3678794 • • • • 
Ein Kettenbnich, In welchem die Theilzohler abwechselnd positiv und 
negativ sind, wird auch eonvergiren, wenn die den positiven Theilzfihlem 
entsprechenden Theilnenner fortwährend wachsen, wahrend die negativen 
Theilzahler und die dazu geh6renden Thoilnenner bestlindig dieselben blei- 
ben. Einen Bruch dieser Art kann man z. B« aus 

ableiten, denn setzt man — ^ statt /, so erhalt man 

e-' = -J- = F(l2l+f:t~/:2 + f:3~/;2 + /;5 — /:2..,.% 

Wie greift man aber auch t in dem letzten Kettenbruche nimmt, immer 
wird man an einen, einem positiven Theilzahler ent^recbenden TheiU 

nenner kommen, der grölser als -^ ist, daher wird — # eben so wohl 
positiv sein als — , und es wird überhaupt von dort an der Kettenbruch 



couvergiren« 



60. 
Seltener werden Kettenbräche vorkommen, fn welchen die Zei- 
chen auf eine weniger regelmiilsige Weise abwechseln» Immer aber wer^ 
den sich die Nuherungswerthe dem wahren Werthe mehr und mehr nahem, 
sobald die negativen Theilzühler kleiner als die entsprechenden Theilnenner 
sind, und man wird bei einem jeden Näherungswerthe dnroh die Formel 

entschriden kennen, ob er gröJGser oder kleiner ab der wahre Wertfa ist. 

61. 
Man kann das in $• 55. — 60 Gesagte noch auf eine andere Weise 
ableiten. Statt nemlich die Kettenbrüche mit negativen Theilziiblern un- 
mittelbar zu betrachten, kann man sie, vermöge der Formel ^^-^ = 

-^1 +-2-4-—^ (5*1^0> >o andere verwandeln, die nur positive 

Zeichen enthalten, also nothwcndig convcrgiren. Finthalt der Kettenbruch 
FiOfOn) nur negative Theilzahler, ist er also =/'(öf — b^xa^ — b^ia^....\ 
80 giebt die .Verwandlung 

C^e't Joanal d. IL Bd. X. Hft 4. 49 
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Hieraus Riebt mao^ dufs^ weno dieser Bruch diirchaus positiv sein soll, 
<^/^>^«+4 *^*o muls (§• 55.)» dafc ferner die Bruche a ^, a — -^ />, 

iF, d, — — 



»X 



u. s. w. sammtlich greiser als der wahre Werth siad (f. 57.)^ denn ihnen 
eofsprechen die Brüche 

/T(a-l)+l:l+Ä,:(a,-A,_l)+l:J], 
A l;a-- 1) + 1: 1 +Ä,:(flr, -.6,-1) + l:l + 5.:(^,— A.—l)+ 1:1] II. 8.1V., 
die sönuntlieh gröiber ab der wahre Wcrth siud. Dagegen entsprechen 

die mittelbaren Naheniogswerthe « ;f-T, </ i^ u. s#w. den 

BrücheniFf(i7— l) + i:i+i^.X~ii— 1)J, 

F[(a— 1)+1:I + i;:(ft, —4,— 1)+1 :! + &,: flr^— 4,-1] U.S.W., 
die kleiner, ab der vrahiH^ Werth sind« Mau erblilt daher durch diese Ver- 
wandlung dieselben NSherungsv/crthe^ wie durch das in (§. 57.) gezeigte 
Verfahren , nur ist letzteres kürzer und daher in der Anwen Jong vorzu- 
ziehen. Auf ähnliche Weise konnte man auch die tU)rigen im FrBhern ge- 
fundenen Sätze ableiten ; |edoch ist es imnotfaig^ hierbei Uingei^ zu verweilen» 

62. 
Sobald nicht 5 von einer gewissen Grlinze an^ alle Theilzühlor kiel« 
ner als die entsprechenden Theilnenner sind^ so hurt bei den Kettenbrächen 
2n>t negativen Theilzahlern die Gewibheit^ daC| sie conver^ren^ auf (ein« 
zelne Falle wie in §• 59. ausgenoinmen)^ keinesweges aber werden solclie 
KettenbrSche bestimmt divergiren« Man wird steh von der Tonvergenz 
oder Divergenz eines solchen Kett^ibruchs am besten iiberzeugOD^ wenn 
man das Gesetz au&ucht^ nach welchem die Näherungswerthe gebildet 
werden« Soll der Bruch F{a±h^\a^±b^xa^....) dirergiren, abo s + ^o 
gein^ so wird auch F(+b^ia^±b^ta^....)rsi ±00^ und F(a^±^b^ia^....) 
ssO sein; man hat daher nur zu untersochen, ob die NSherungswertho 
äcs letzteren Kettenbrucbs so beschauen sind^ dafs ihre Nenner in einem 
vM gröberen Verhültnisse wachsen als die ZShler^ so dab zuletzt ihre 
Quotienten^ d« h. die Näherungswerthe^ unter |ede angebbare Zahl her- 
untersinken oder = werdra. Ist dies nldit der Fall^ so wird 

F{a ±b^xB^±b^ia^.}i . .) 
einen bestimmtOD Werth haben« Es sei z. B» der Kettenbmch 



»-T-I. 4 =--'^(•-5) 
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gegeben^ und es soll imiersucht werden^ ob er divergirt. Man untersuche 
daher^ oh dprBrucb 2 — -g-_^ »Oist; sucht man seine einzelnen 

4 efc. 

Niiheningswerthß, 80 findet uiqq 

1' 3 "" 1 ' 4(3-i>~" 2 ^ 5(8-3)*^ b ^ 60Jö^8)~l7^ U. S* W. 

Illan siebt hieraus^ da& die Zähler der NSherun^swertbe sich alle auf 
Eins rcducireuj ^vahrcnd die Nenner ins Unendliche ioft wachsen^ daher 
ist allerdings der Wertb des Kettenbruelis 

2—4- * =0, oder 1—4 3 =— 00. 

4 etc. 3 etc. 

d« b. der letzte Bruch divergirt» 

3 3 

Aus der Gleichung 2 — y^^J;^ s=0, folgt y_^ . ==^2, oder 

4 etc» 4 efc« 

4 3 5 4 

•j- _ ^ ^ T "'^^^ T — — «= 3 u* 8% w. Hieraus kann man nach Ana- 

5 elc, ö etc« 

logiü Bcbliefsen^ daXs — _ iw + l 4. o ?= ■ ^o *^ ^^^ ''^ ^"^^ ganze positive 

' m-f-z 

Zahl bedeutet^ und es ist leicht^ die Wahrheit dieses allgemeinen Ausdrucks 
därzutbun. Angenommen^ er sei fiir irgend einen Wertb von m richtig, so 
Tfird er auch für den Wertb m -{*1 gelten. Denn mau hatte in diesem Falle 

^ m+1 = ^—77 f folglich, wenn man m — ^4-«- * ?= ^ — ^ setzt, ■■■ ? - ss 
'"'^^ oder op s= — ^ > d. h« ^^^^r w+2 sc •-—-. wie verlangt wurde« • 

m-^2 m-1 ,n + l~jj^^^ m-1 

Da nun wirWichfur dieWertbe m = 1, 2, 3,4, 5, •. .• - iii+l =2ZlJ 

m-^l SIC« 

ist, SO gilt der Ausdruck auch für alle folgenden Wertbe von m. 

Man hätte den Wertb dieses Kettenbrucbs audi auf folgende einfache 
Webe finden können. So wie nemlicb ($• 27.) gezeigt wurde, dals die zwei 
Kettenbrnche Fiaia-^^aia^^a^ia^-^'a^ia^....) und F{a^ia^'\'a^ia^....) 
gleich sind^ so kann man auch darthun^ dals die beiden Kettenbrtiche 
F(l: 1 — 1 : o, — o,: a^ — «,:«,.•••) xsaAF(a^ : a^ — ii,l a, — 0, : a^. • .») gleich 
ttnd. Nun folgt aus J.55., -^(»1— /w:(/w + l) — (m + l):(/w + 2)....) 

ssm — 1: setzt man daher a^ = m^ a^^^^ + l^ ^3 ==^ ^^ + '^ u. s. w., so ist 

49» 
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ill:l — 1:/«— iw :(/«+!) — (w + l):(iw + 2)....] — 

\>'ie i^choii geAinden wurde. 

Es n^äre auch leicht, aus dem gegebenen Werthe ~^r den entspre- 
chenden Kettenbruch F[m : m — {m -|* i) : (//j +!)• • • •] abzuleiten ; man be- 
merke nur, dais ^"^^ = — ^^ ist; hieraus folgt ^* , ~ - , , - w + 1 

m — i m 

— * — = — 7-7> m— 2 u. 8. w, Substituirt man nun statt ? , — - — u.s, w. 

m m -t- 2 r m — \^m 

TW — l 

ihre gefundenen M ertlie, so erhUlt man aus der Gleichung — ^^ = ~ m 

9ww ^0 www M 

m —1 

den gesuchten Kettenbruch. 

(Fortsetzung folgt) 
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N. H. Abel 9 aus Ghristiania in Norwegen (gestorben am 6« April 1829 zu 
Frolands Eisenwerk bei Arendabl in Norwegen^ in dem Alter von 26 
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Bajui, Mtfl. SMt«. 
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conrergence.'' <»«• •««••••#«3« L 79 
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16. Memoire sur une chsse partiruli^re d'^uations rcsolnbies alg^bri* 
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17. Theoreme sur les fonctions ellrpliqnes. Chrislianta, 27. Aout 1823. 4. II. 194 
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22. Bemerkungen zu den Aufgaben und Lehnatcen S. 9^ , 97., 08« 
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29. Die Function — * . 1 4 durch die Anzahl der a auege» 

dru« kt. ( In Folge der Aufgabe 40. S. 193. im zweiten Bande die* 

ses Journals.) •••••••••«., 3# L 87 
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} - i+ry-^+ 1.2 >.y+i ^ 
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■ 1 y' /' ' 1.2 r-y^+1 «'•*'+! ' 

hat • 3. I. 89 

31. Beitrag zur Theorie der Bleiben. »•**«••»••• 3. L 92 
33. Geometrische Sätze ^ 3. U. 196 
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l+2i + 3a + p*-*- ^^^ ^ + 7* + i3^+r9«*'** ' 
München, den 3. Janunr 1830 , . , . 5. IV. ' 3S0 
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tiratio nttractioois| quam etc." traelalL •*«.•••/. 6. Di- 290 
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50. Geometrische AuflSsong der Anfeabe; In einen Kegelschnitt ein 
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Tnucte gehen. München i 13. April 1830 ^. . . 7. I. 55 

51. £ine neue Art, die Zeit und die rolhobe zn bestimmen. München, 

6. October 1829. . • ... 7. IL 105 

52. Über die Formirung der Bediogungs-GIeichungen zur Verbesserung 

einer Planeten* oder Cometeo- Bahn. München^ deli 28. Octbr. 1830. 7. II* 106 
' 53. .Über den Werth der Beihen 

B» sss 1"— 2" +3" — 4» 4" 5*— et«- »ö »DÜn. und 
5« = 1» — 3"+5»— e|r. in rnßn. 
Alnnchen, den 23.1anuar 183L ............ 7. II. 112 

44. AofiesuDg einer astronomischen Aafjsafoe* Manchen, den 20sten 

Februar 1831. • . . .••,.♦•.. 7. O. 143 

55« Beweise der ersten Sätse der Theorie der numerischen Pacuttäten« 

München, ^en 20. Februar 1831. . ,..•.•♦,.. 7. HI. 234 
•66» Deiüottstnitioiiet' Iheofematuni et solntione» problematum qnorüm- 
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filiiiichett, 15. ^pril 1831. ••«•i^««»*«#«««7. IV» 309 
57> Auflosung einiger Aufgaben ansv gegen^rtigem Journale. • r • 8. IL 138 

58. Über die Zerlegung reeller gjebrodbener Functimien. • • . • • 8. IL 142 

1 1 ' • 

59. Über die Function sin qp 4-^ ein 2 9) 4-^ ein 3 <]p 4- etc. . . . p 8. HL 298 

60. Auflösung der Aui^abe 1. S. 32a im 3. Hefte des 8ten Bandes. 10. L 41 

A» Ä. Cournot) Dr. iSs gcietices ä Paris« 

6t. M^motre sar le mooTemenl d^uo corps rigide, sbutenü par un plan fixe. 5. IL 133 
62. Du mouvement d'un corpe aur un plan fijce,/^uand on a ^gard K 
la r&istence du frottemenl^. et qu^on ue snppose qu^un senl point 
du eontact. (Suite da memoire No.^« caluprecjd«) Villiers,* pres .«^ |jj^ ^23 
Paria, le 8; Jutn 1829. • « *#•••••••« •••|g' || ^ 
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Jourpalfl (weiler unten No. 161.}* ••«••••t«*«l. II. 117 

0(^, Vo<l d^ Fornt U-iuglicher Räder, durch welche lieh die Uogleich- 

heit der Wirkung <}er Rprbelo verinJndero laliit 1. IV. 374 

66« D^mondtratlpQ nouvelle du tb^orime du bitiomer. BerliD, le 2. Arril 

1629. ♦ . . • • 4. m. 305 

«7, j^^crologe de Air. Ah^U Berlin, le 20. Jum 1829* , . • « . 4. IV, 402 » 

^, Ql^oicire spt le eoDTergepee d^ la s^rie der bioome; pour fifiire 
euile a U d^moastr^iiion da th^oriine da binpiQdi doooee tome 4« 
de ce Journal, cahierllL, pageSOd. Berllo, le %&• Septbr. 1829. ft. IL 187 

69, Recherches sur lee expreasiODS des pub»aiices de^ posious et eiiros 
ep cositias et sinus des arrs xnultinies, et sur les expresfiojis jiA* 

Sroques. BerliOi le 15« Sßpt. 1829, » • # ^ « • • ^ • « 5» IL 197 
lemoire siir la theorie de puissances, des fl>nctioiis angulaires tt (j m 25S 
des facultas analytf^ues. Berlio, au mof9 de Jalii 1831, • • * {7* ly' MfA 

71, Table des racfnes primitires ctc, jiowr les oombres premiers depuis 

3 jusqu^a 101, precäd^e d^uoe oote iur I0 culcal de ^tte table. • 9. L 27 

72, Memoire sur |a d^cpippositien des fractiooe glg^briques ratlonnelles. Lq *' ^2 

Dr. D i e 1 1 e i n I 01>er * Bau -- Inspector und Professor 

zu Berim* 

73» Zur Theorie der allgeineioen Kappeluog {Juint wiivereel, Univenal 

Joint) der Rndwelleu. . « • » 6. IIL 296 

74. Zur Theorie der Fuhrwerke. • ^ . . » » .n 8. iL 169 

, Dr. Dirk seil 9 Professor der Mathematik an der 

Universitiit zu Berlin. 

75« Über die Zerfiillung einer ächtgebrocheoen Function 10 eiafache 

Farzial - Brüche « • « . « 1. L 53 

76. Bemerk uDg iiber die Legraogisehe InterpolatioDs«-' Formel. ... 1^ III. 221 
77» Über die CooTergenz einer nach den Sioussen uod Cpsioutsen der 
Vielfecheo eines Winkels fortschreitenden Reihe. BerÜni dep 15teo 
Januar 1839 ^ ,...,.,., ^ .«. 4. II. 170 

F# Eberty, zu BerUo. 
76. Beweis der Lehrsätze Band 2. Heft 3. No. 54. S. 287. . • . . • 5« 1. 107 

Eftelwein^ Ober-Landos-Ban-Direetor zu Berlin« 

79# Von der Bestimmung der Waisannenge i^nes Stromes 1. I. 5 

L. Feldty Professor der Mathematik zu Braunsberg 

in CHft«Preufsen. 

80. Neuer Beweis der GauCuschen Formela in der sphärischen Trigo- 
nometrie. • ••«.»•••.•,f«9^.^..7. h C8 

Dr. W. A. FGrstemann, Prof« derMatbt £uPan?ig. 

81. Auflösung der Aufgabe im 2ten Bande dies« Journals, S. 09. No. 14t 

Daüzig, den 5. Alärz 1832 \ ^ « , 8. III. 317 

82. Aufgabe ; . « . 1» , , 8. lU^ 320 
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86» Über ein neues allgemeine« Grundgesetz der Alecbanik 4. Ul^ 232 
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M"' Sophie Germaio, zu PariS| gestorbeo daselbst 
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87. U^unoire sur la courbure des surfaces p 7. L i 
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aoni^^^^li:l^:^p» + pZ'». , . 7, n. 140 

P. Gerwien, Pr. Lieutenant im KönigU Preuls. 

22. Infanterie -Regiment. 

89. Zerschneidung jeder beliebigen AnzabI von gleich groben gerad- 
linigen Figuren in diesejtien Stücke* ........... 10. III. 228 

90. Zerschneidung jeder beliebigen Menge rerscbieden gestalteter Fi- 
guren von gleichem Inhalt auf der Kugelfiache 'm dieselben Stücke. 10. III. 23^ 

G. H. Graeffe^ zu ZSrioh» 
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Grüson, Geh. Hofrath und Professor zu Berlin. 
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Dr« J. A. Gruuert, Professor der Mathematik^ 
jetzt zu Brandenburg an der Havel. 

93. Beweis des Harriotischen Satzes. •••••» 2. IV. 335 

94. Summirung der Reihe: 
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96. Lehrsalz 4. IV. 396 

97. Einige stereometrische Scätze , mit Bezug auf die Aufgabe Bd. II. 

Heft 3. S. 292. No. 66.^ ........... t* .•• 5, I. 37 

98. Demonstration d^un theoreme d^arithm^lique, propose dans les an- 

nales de matb^matiques de 3Ir. Gergonne, tom. XIX. p. 256. . 5. II. 185 

Crelle^s Journal <1. M« Bd. X. IIA. 4. ,50 
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1. 101 

IV. 412 

Ha oh ette 9 Prof. an der polyteclmischea Schule^ Mitgl. 
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berg, im Mai 1827. 2. III. ?27 
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136« Über die Bettitnroong der Aectaaceniion und DecIioaeloD eines Sterns 
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304. Ein geometrischer Beweis, dafs, wenn li and r die Halbmesser 
dtT in und um ein Dreieck beschriebenen Kreise bedeuten, und D 
die EnMeruung der Slittelpuncte dieser Kreise Ton einander bezeich- 
net. />' =:R' — 2 Br, ist 4. IV. 395 

30i. Lehrsatze und Aufgaben W 
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par Mr, Steiner p. 178- da tome L cah. 2 10. IV. 300 
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31 8< Th^orft^Mis et profal&mes sur les nono^res. «••••••, 

S19. Bew^ des jLmrseltes :Band 3. S. 312. dies. Journals. • • .. « 
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322. r:cix 4. nMth&ouüaac. praposS par VtßiiinaB kat. i\t» wSracM 

4e Sit. WieniKMiiig «a^s m titju» mibfiqa» 4a j29. iXecbr. 1831. 8. 17. 411 

323. Qaestio quam academia« ngiae sctent. Donw. dauls matbenaJ^c. 
cwtamini uUemrio io a. 1836 piononit, jm^ulg. in coata aolteiiiai 
«luuTenario LaUm. •mem. dicato d. t. JuI. r. iS3£t. ..... 9. IV. 409 
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